STUDI DI FUNZIONE



Funzioni razionali intere

Esercizio 1. Studiare la funzione y = 23 — 3z

Soluzione. Dominio R

Simmetria: y (—z) = (—z)* — 3(—z) = — (23 — 3z) funzione dispari (simmetria rispetto all’origine)

Intersezione con gli assi
y =13 —3x y=20
z=0 x=0

segno della funzione

y =3 —3x r=0;+v3
y=0 y=0

x>0

x<—\/§\/aﬁ>\/§

la funzione & positiva per —v/3 < 2 < 0V > 1/3; & negativa per £ < —v3V0 <z <+/3

x(x2—3) >0

comportamento all’infinito
limg_ oo 2® =32 =—00 limg 4 o0 23 —3r=+00
nessun asintoto
crescenza, decrescenza, massimi e minimi
y' =322 -3=0 x=+1 punti stazionari
y>0 x<-1ve>1

y <0 -l<z<1

la funzione ammette una massimo relativo M (—1;2) e un minimo relativo m (1;—2)

concavita e flessi
y” — 6‘%_

la funzione si annulla per z = 0, ha concavita verso l’alto per x > 0 e verso il basso per x < 0;
ammette quindi un flesso a tangente obliqua (y' (0) # 0) in F (0;0); Pequazione della tangente in
Fey=-3z

grafico




Esercizio 2. Studiare la funzione y = 22* — 423
Soluzione. Dominio R
o simmetria: f(—z) = 2(—2)* — 4(—x)® = 22* 4+ 42° 1a funzione non & né pari né dispari

o Intersezione con gli assi

y = 2z* — 423 y=20 y =2zt — 423 z=0;2
z=0 z=0 y=10 y=20

e segno della funzione
x>0

3(p—
22° (x—2) >0 2>

la funzione & positiva per < 0V x > 2; & negativa per 0 < x < 2; interseca gli assi nei punti
0(0;0) e A(2;0).

e comportamento all’infinito
limg oo 22* — 42 =limy_, oo 2 (2 — %) =400 limg ioo 22t +42° = +00
nessun asintoto

e crescenza, decrescenza, max, min
y =823 1222 =42%(2-3)=0 x=0;3
y >0 x>3 crescente

Y <0 x<0VvV0<xz<3 decrescente

la funzione ammette un minimo assoluto m (3;0)

e concavita, flessi
Yy’ =242% —24x =242 (x—1) x=0;1

y’>0 x<0Vx>1 concavita versol'alto
Yy <0 O<x<1 concavita verso il basso

la derivata prima e la derivata seconda si annullano per x = 0 e avremo un flesso a tangente

orizzontale F(0;0) e un flesso a tangente obliqua in F5 (1;—2) di equazione y = —4x + 2
e grafico
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Esercizio 3. Studiare la funzione y = 22 (z — 2)*

Soluzione. Dominio R

simmetria: f(—xz) = (—)2(—z —2)% = —22 (x +2)* la funzione non & né pari né dispari

Intersezione con gli assi

y=a2(x—2)° y=0 y=a?(x—2)° x=0;2
=0 z=0 y=10 y=0

segno della funzione

2 . 3 56750
x*(r—2)">0 9

la funzione & positiva per x > 2; & negativa per x < 2 con x # 0; interseca gli assi nei punti O (0;0)
e A(2;0).
comportamento all’infinito
lim, oo — 22t + 423 — 822 =lim, , oo 2® = —00 limg 0022 (2 — 2)3 =400
nessun asintoto

crescenza, decrescenza, max, min

4
Y =22(x—2)°+32%(x -2 =x(z—2)*(5z—4)=0 $:0;2;g
y >0 x<0\/§<x<2\/x>2 crescente

y <0 0<z< % decrescente

5173125 —
prima e dopo x = 2 la derivata non cambia segno, indicando un possibile flesso.

la funzione ammette un massimo relativo M (0;0), un minimo relativo m (4'—34j ~ —1,1);

concavita, flessi

” __ 2 _ _o.4+V6
y'= (52" —-8z+2)(z-2)=0 z=2;"%

y” >0 4;5‘/6 <z < 4+T‘/6 Va>2 concavita versol'alto
Yy <0 x< 4757\/6 V % <x <2 concavitd verso il basso

la derivata prima e la derivata seconda si annullano per x = 2 e avremo un flesso a tangente
orizzontale F1(0;0) e due flessi a tangente obliqua in F5 (0.31;—0.46) e F3(1.29;—0,6)di equazione
y=—4r+2

grafico




Esercizio 4. Studiare la funzione y =234+ 22+ +1

Soluzione. Dominio R

o simmetria: f(—2) = () + (—2)2+ (—2) +1 = —23+ 22 — 2 + 1 la funzione non & né pari né
dispari

o Intersezione con gli assi

y=a+z?+z+1 y=1 y=(z+1)(z*+1) r=-1
z=0 z=0 Y

e segno della funzione
Yz

2
(z+1)(2*+1) >0 o1

la funzione & positiva per z > —1; & negativa per x < —1; interseca gli assi nei punti A(0;1) e
B(-1;0).

e comportamento all’infinito
lim, oz +224+2+1=limy_ x> =—00 limy—y 400 B4+ r+1l=40c0
nessun asintoto

e crescenza, decrescenza, max, min
y =322 +22+1=0 Pz

yY >0 VxeR crescente
Yy <0 mai  decrescente

la funzione non ammette né massimo né minimo relativo.

e concavita, flessi
y'=6x+2=0 xz=-—

W=

concavita verso l'alto
concavita verso il basso

y>0 x>-
Yy <0 z<-—

ool

. . 1.20) g . _ 2 27
avremo un flesso a tangente obliqua in F (—5, 27)dl equazione y = 5+ 5=

e grafico




Funzioni razionali fratte

Esercizio 5. Tracciare il grafico della seguente funzione:

1

y= x24+3x—4

e Dominio: La funzione esiste per tutti i valori di z che non annullano il denominatore; cioe
22432 —4+#0
I’equazione associata ammette soluzioni per 1 = —4 e xo = 1 e avremo pertanto

D=R—{-1;4} = (—o0;—4)U(—4;1) U (1;400)

e simmetrie:

1
N2 =

funzione né pari né dispari.

e Intersezioni con gli assi: con ’asse x non ce ne sono, perché il numeratore ¢ una costante e non si
annulla; Intersezioni con ’asse y: si ottengono risolvendo il sistema

p— 1
{m_O 1 A(O;—)
Y= 23— 4

e segno della funzione: per determinare positivita e negativita della funzione, studiamo la disequa-

zione
1

— >0
x2+3x—14

cioe
N>0 sempre >0
D>0 z<—-4Vvzx>1

da cui si ottiene
y>0 rz<—-1Vae>4

y <0 —-4d<zr<l1

e comportamento all’infinito: calcoliamo il comportamento della funzione al tendere di z all’infinito

. 1 1
x—1>:H|:100.1‘2—|—3x—4 _xEI:‘tﬂoox2 (1_|_§_£2> —?—0
x X

in questo caso si ha un asintoto orizzontale di equazione y = 0, cioe ’asse delle x

« asintoti: calcoliamo il limite nei punti di discontinuita

1
x_lgr_r}l_ 2243z —4 (x_l)l(m“) = >
. 1 1
B T vy B e 2 R
. 1 1
S T e T %
. 1 1
:plglllJr P243r—4 @ D@D 00
abbiamo quindi due asintoti verticali, di equazioni x = —4 e x = 1; non ci sono asintoti obliqui

perché per x — oo @ —0



e crescenza, decrescenza, max, min: calcoliamo la derivata prima e uguagliamola a zero

—2x—-3 3
y/:x——o €Tr = ——

(22 +3z—4)° 2

Y >0 x<-3(x#-4) crescente
Yy <0 x>-3(x#1) decrescente

avremo un punto di massimo relativo in M (—%; —%)

e concavita, flessi

»_ —2(2?+30—4)"+2(2+32—4) (2043)” _ 6424 18026
(22+3z—4)* (22+32—4)3

Anum <0

N>0 Ve e D
D>0 z<—-4Vx>1

y'’>0 x<—-4Ve>1 concavita versol'alto
y <0 —4<x<—1 concavita verso il basso

nessun flesso.

e grafico

Esercizio 6. Studiare la funzione

2 +1
Y= "9 _5
Te+ax—2

Soluzione. - Dominio della funzione : D : 2% +z—2#0

« le soluzioni dell’equazione associata sono: 1 # —2 e xo # 1; pertanto

D=R—-{-2;1}
Simmetrie: )
v +1

né pari né dispari



o Intersezione con gli assi:

2241 & sempre positivo. Non vi saranno quindi intersezioni con ’asse delle z. Il grafico della
funzione interseca ’asse delle y nel punto la funzione A (O; —%)

e segno della funzione:
|

— >0
242

studiamo numeratore e denominatore

N>0 Vr e R
D>0 z<-2Vzx>1

da cui si ha

y>0 r<—-2Vzr>1
y <0 —2<z<l]

o Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti: Calcoliamo i limiti nei punti di discontinuita

2
. x+1 241 5 B
x—l>H—H2— 224p—92  (@DE+2) =300 +00
2
. z¥+1 2241 5
xgg+ 2rr_2 @ D@t —3or - T
2
. x+1 2241 2
zligl* 2tr—2  @D@) 30~ T
2
. zv+1 2241 5
g;ligh $2 +x—2 - (z-1)(=+2) = -3.0t +0oo
vi sono quindi asintoti verticali di equazione x = —2 e x = 1. Il comportamento della funzione
quando z cresce o decresce all’infinito:
2 2 1 + i
]. x P 1

x—1>r:iloox2+x—2_x—>:toox2(1+l_%) 1
T

vi & pertanto un asintoto orizzontale di equazione y = 1. Non ci sono asintoti obliqui.

e crescenza, decrescenza, max, min:

27 (22 +2—2) — (22+1) (22 +1 2—6x—1
O e ) e et i) O el et S P T
(22 +2—2) (22 +2-2)

Y >0 x<-2V-2<x<3—V10Vz>3++/10 crescente
Yy <0 3—V1I0<z<1V1<z<3++/10 decrescente

avremo un punto di massimo relativo in M (3 —10; 2‘%@) e uno di minimo relativo m (3 —10; H%ﬂ)

e concavita e flessi

. (296—6)(x2+x—2)2—2(:c2+x—2)(2x+1)(a:2—6x—1) _ —2(2%-922—32-7)
B (22 +z—2)% o (z2+2—2)3

{N>0 z>9,4

r~94

D>0 z<-2Vx>1

Yy’ >0 x<-4Vx>1 concavitaversolalto
y <0 —4<x<-—1 concavita verso il basso

flesso F'(9,4;0,9)



e grafico
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Esercizio 7. Studiare la funzione 5
x —_

2

y:
x

Soluzione. Dominio della funzione : D : R — {0}

e Simmetrie:

né pari né dispari

o Intersezione con gli assi: il valore z =0 non appartiene al dominio, per cui

r=2
y=0

Non vi saranno quindi intersezioni con 'asse delle y. Il grafico della funzione interseca ’asse delle
x nel punto A(2;0)

e segno della funzione:

>0
72
studiamo numeratore e denominatore
N>0 x>2
D>0 VeeD

da cui si ha

y>0 x>2
y<0 r<0Vl<zx<?2

o Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti: Calcoliamo i limiti nei punti di discontinuita

I r—2 =2 i r—2 -2
1m =——=— m = —
z—0— x2 0 z—0+ 2 0

= —00

vi € quindi un asintoto verticali di equazione z = (. Il comportamento della funzione quando x

cresce o decresce all’infinito:
. xr—2 . 1
lim = lim — =0
r—+o0 1‘2 r—Fooq

vi € pertanto un asintoto orizzontale di equazione y = 0. Non ci sono asintoti obliqui.



e crescenza, decrescenza, max, min:

2_2x(x—2) 4-
y,:x a:4(a: ): 3x:0 i
x x

y >0 0<xz<4 crescente
Y <0 ax<0Vz>4 decrescente

.1

avremo un punto di massimo relativo in M (4, g) (z =0 non appartiene al dominio)

e concavita e flessi

nozeieion) 206 g g

Yy = =0
N>0 x>6
D>0 VeD
y”? >0 x>6 concavita verso l'alto

Y <0 x<0V0<x<6 concavitaversoil basso
flesso F (6; %)

e grafico
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Esercizio 8. Studiare la funzione
_ a4 a?—2
y - .T4
Soluzione. Dominio della funzione : D : R — {0}
e Simmetrie: A )
x*+x—2
fleay =02 = )

funzione pari

o Intersezione con gli assi: il valore x = 0 non appartiene al dominio, per cui

2t 422 -2=0 2?2 =-2:1 r=+1
y=0 y=0 y=0

Non vi saranno quindi intersezioni con ’asse delle y. Il grafico della funzione interseca l’asse delle
x nei punti A(—1;0) e B(1;0).

10



e segno della funzione:
at+a? -2 (a?-1) (22 +2)

o0 o >0
studiamo numeratore e denominatore
N>0 z<—-1Vz>1
D>0 Ve e D
da cui si ha
y>0 r<—-1vVae>1
y<0 —lzx<0Vi<a <l

e Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti: Calcoliamo i limiti nei punti di discontinuita

I r422—-2 -2 I r422—-2 -2
im ——=—=—00 im ——=—=—00
z—0— 4 0 z—0t 4 0

vi & quindi un asintoto verticali di equazione x = 0. Il comportamento della funzione quando x

cresce o decresce all’infinito:
. R ) . T
lim — =

r—to0 x4 r—+o0 x4

vi & pertanto un asintoto orizzontale di equazione y = 1. Non ci sono asintoti obliqui.

e crescenza, decrescenza, max, min:

J = (423 +2z) 2* — 42® (21 4+ 2% —2)  8—22?

g = o =0 z==2
N >0 < =2V0i<z <2
D>0 x>0

Y >0 x<-2V0<x<2 crescente
Yy <0 —-2<x<0Vzx>2 decrescente

avremo due punti di massimo relativo in M; (—2; %) e il suo simmetrico M; (2; g); x =0 non
appartiene al dominio)

e concavita e flessi

46—
yn: 4% 521 (8 21) 6$xg40 JE—:|:2\/7
N>0 —2f<x<0vo<x<2\[
D >0 veD
y” >0 —2\/§ <zr<(0vi<z< 2\/§ concavita verso l'alto
y <0 T < —2@\/1‘ > —2\/§ concavita verso il basso
due flessi Fy (—2 %;%) e Iy (2\/2;%)
e grafico
2
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Esercizio 9. Studiare la funzione

Soluzione. Dominio della funzione : D : R—{—2;2}

e Simmetrie:

funzione né pari né dispari

o Intersezione con gli assi: il valore x = 0 non appartiene al dominio, per cui

%0=0 [y=7 [ BIF=0 [az2=3

x=0 z=0 y=0 y=20
Il grafico della funzione interseca ’asse delle x nel punto A (%;0) e ’asse delle y nel punto
B (O; g)

e segno della funzione:

2r—5
— >0
x2—4 >

studiamo numeratore e denominatore

N>0 z>3
D>0 r<—2Vx>2

da cui si ha
y>0 —2<x<2Vx>

y<0 r<-2V2<zr<

Njowo|ot

e Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti: Calcoliamo i limiti nei punti di discontinuita

I 20—5 -1 I 20—5 -1 n
1m = —— =—X 1m = — = 00
r——2-12—14 0+ s——2tx2—4 0—
I 20—5 -1 + I 20—5 -1
1m =—=+400 m —— =—=—
z—2- 12 —4 0~ s—2t+ 22 —4 0+

vi sono quindi due asintoti verticali di equazione x = +2. Il comportamento della funzione quando
x cresce o decresce all’infinito:
20—-5 .. 2

lim = lim —=0
r—=Foor2 —4 z—+oox

vi & pertanto un asintoto orizzontale di equazione y = 0. Non ci sono asintoti obliqui.

e crescenza, decrescenza, max, min:

, 2(2?—4)—2x(2z—5)  —22°+10z—8
’ (22— 4)? (22— 4)°

=0 z1=1 z0=4

N >0 l<x<4
D >0 Ve e D

y >0 l<r<2Vv2<z<4 crescente
Y <0 x<-2V-2<x<1Vz>4 decrescente

avremo un punto di massimo relativo in M (4; %) e un punto di minimo m (1;1)

12



e concavita e flessi

y  (—42+10)(22—4) —dz(22—4) (222 +102-8) _ 2(20°—150%4240-20) 0
- (z2—4)" - (z2—-4)° -

risolviamo 1’equazione al numeratore in forma approssimata con il metodo grafico, ponendo

y =223
y = 1522 — 242+ 20

rappresentiamo graficamente le due funzioni e analizziamo la loro intersezione

. |
(5.7, 371.05)

le due curve si intersecano in un solo punto di coordinate (approssimando) (5,7;371), per cui la

derivata seconda avra
N >0 x>5,7

D>0 < —2Vr>2

y’>0 —2<x<2Vz>57T7 concavitaversol'alto
Yy’ <0 x<-2V2<x<b5,7 concavitaverso il basso

avremo un flesso di ascissa zp = 5,7
grafico

Esercizio 10. Studiare la funzione

Soluzione. Dominio della funzione : D : R — {%}

e Simmetrie:

funzione né pari né dispari

13



o Intersezione con gli assi: il valore z =0 non appartiene al dominio, per cui

dz(x—1)2 o o 493(96*1)2 _ _ _
23T = 0 y=20 3T 0 r1=129=0

Il grafico della funzione interseca gli assi nell’origine O (0;0) e l’asse delle = nel punto B (1;0).

e segno della funzione:
4z (z—1)?
(2 — 3)?
studiamo numeratore e denominatore

N>0 O<z<lVli<z<ivae>3
D>0 Vre D

da cui si ha
y>0 O<z<lvi<z<ive>3

y <0 <0

o Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti: Calcoliamo i limiti nei punti di discontinuita

w1 _

dr(z—1)* 1
w3t (22 -3) 0

x%%_ (2.’17—3)2 0t

asintoto verticale di equazione x = % Il comportamento della funzione quando x cresce o decresce
all’infinito: )
4 (x—1 .
(7)2 = lim 4dr =+
r—=Eo0 (2;3 — 3) x—Eo0
non vi e asintoto orizzontale, ma essendo uguale a 1 la differenza tra i gradi del numeratore e
denominatore, verifichiamo la presenza di un asintoto obliquo.

—1)2 . 3 . —1)2 . 2
o — lm A5 =1 = lim Mo g AR
xX o -

m= lim
z—+oo (2z—3)

z—~too (22— r—+oo

abbiamo un asintoto obliquo di equazione y =z +1

e crescenza, decrescenza, max, min:

; [Ma—1)2+8x(z—1)](22—3)°—162(22—3) (x—1)"

vy = (22-3)7 -

4(z—1)(222—T2+3)
(2z—3)3

r3 =3

N[

=0 x1:1x2:
N>0 i<z<lvz>3
D>0 Ve e D

y >0 %<x<1\/a:>3 crescente
Y <0 a<iVli<z<3V3<z<3 decrescente

avremo un punto di massimo relativo in M (1;0) e un punto di minimo m; (%, é) e mo (3; ?)

e concavita e flessi

»_ [4(222—72+3)+(42—4) (42—T7)] (22—3)—6(4z—4) (202 —Tz+3) _ 8(Tz—6) _
Yy (2z—3)% (2z—3)4

la derivata seconda si annulla per z = g e avremo

N >0 :1:>g
D>0 Ve e D

y’ >0 g <x< %\/x > % concavita verso l'alto
y” <0 x < g concavita verso il basso

14



avremo un flesso F' (g; 1—29)
grafico
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Esercizio 11. Studiare la funzione
_ r?+x—2

y r—2

Soluzione. Dominio della funzione : D : R— {2}
e Simmetrie: )
Té—x—2
—x) =
fl=2) == (x+2)

funzione né pari né dispari

o Intersezione con gli assi: il valore z =0 non appartiene al dominio, per cui

T2 —0 [ y=1 2+r-2=0 [ =-2z=1
=0 =0 y=20 y=0

11 grafico della funzione interseca ’asse y nel punto A (0;1) e I’asse delle x nei punti B (—2;0) e
C(1;0).

e segno della funzione:
24 —2
—— >0
x—2

studiamo numeratore e denominatore

N >0 r<—2Vxe>1
D>0 x> 2

da cui si ha
y>0 —2<x<1Ve >2

y <0 r<-2Vli<zx<?2
e Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti: Calcoliamo i limiti nei punti di discontinuita

2+r—2 4 _ dx(z—1)7 4
lim

1. _— = — _—— —— =
11m o0 asey (2.’L’ B 3)2 0+

z—2- T —2 :07—_ oo

asintoto verticale di equazione x = 2. Il comportamento della funzione quando x cresce o decresce

all’infinito:
. 24z —2 .
lim —— = lim z =+
z—+too g —2 z—+o0o
non vi & asintoto orizzontale, ma essendo uguale a 1 la differenza tra i gradi del numeratore e

denominatore, verifichiamo la presenza di un asintoto obliquo.
z24z—2 x? =1 : z24z—2

m= lim *57-== lim % r= lim %:3
r—doo T°T4T r—Foco”® z—Foco T T—rdoo T

abbiamo un asintoto obliquo di equazione y =z +3

15



e crescenza, decrescenza, max, min:

;o (2z+1)(2—2)— (2 +2-2) 2?—4x

— = =0 21=0 20=4
Y (2—2)° w—2? =
N>0 r<0Vz >4
D>0 Ve e D
y' >0 r<0Vz >4 crescente

Y <0 0<x<2V2<xz<4 decrescente

avremo un punto di massimo relativo in M (0;1) e un punto di minimo m (4;9)

e concavita e flessi 5
C2(2?-2)"-2(z—2) (2 —4z) 8 0
/ (z—2)* (z—2)°

segno della derivata seconda
N>0 VzxeD
D>0 x>2

y’>0 x>2 concavitaversol'alto
Yy’ <0 x<2 concavita versoil basso

non avremo flesso perché la funzione in x = 2 non e definita

e grafico

~=ERSEENSEAL .

Esercizio 12. Studiare la funzione
|2 =5z +6
2242

Soluzione. Dominio della funzione : il denominatore & sempre positivo per cui D : R
« la funzione contiene il valore assoluto del numeratore per cui, dalla disuguaglianza
22 -52+6>0 x<2Vzx>3

la funzione risulta cosi definita

2_
_ | 555t w<2vae=3
y= fm 2<r<3
x242
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o Intersezione con gli assi: il valore z =0 non appartiene al dominio, per cui

%:0 y=3 22 5246=0 [ 21=2x0=3

11 grafico della funzione interseca ’asse y nel punto A (0;3) e 'asse delle x nei punti B(2;0) e
C(3;0).

segno della funzione: la funzione sara sempre positiva essendo maggiori di zero sia il numeratore
che il denominatore

e Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti:

. |2® =52 +6]
lim ——— =1
r—=400 2 +2
vi e asintoto orizzontale di equazione y =1
e crescenza, decrescenza, max, min: calcoliamo la derivata nell’intervallo x < 2

, (22—5)(2?+2) — 2z (2 —524+6)  5a?—8x—10
Y (2242)° (22+2)°

studiamo il segno

522 —8x—10>0 z< 47:,)/@\/x> 4+g/%

da cui
y>0 x< % crescente
y <0 % <x <2 decrescente

calcoliamo la derivata nell’intervallo 2 < z < 3

,  —ba®+8z+10
NCE:

studiamo il segno
5 4 8410 >0 A=y0 < g o 4466

da cui

Yy >0 2<x< % crescente

Yy <0 HT\/@ <x <3 decrescente
calcoliamo la derivata nell’intervallo x > 3
,  ba?—8z—10
T @y

studiamo il segno

522 —8x—10>0 z< 47ﬁ\mz> 4+3/%

da cui
y >0 x>3 crescente

4—

si ha quindi un massimo relativo nel punto M ( g/%;4,03>; la funzione si annulla in xt =2 e

x =3 e avremo quindi due punti di cuspide
e concavita e flessi: intervallo x < 2

, (10 —8) (22 +2) — 4z (52? — 8z —10)  —2(52® — 122% — 30z + 8) 0
’ (=2 (=2
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risolvendo graficamente si ottengono i valori approssimati, x1 = —1,7, 9 = 0,2, x = 3,9. Nell’in-
tervallo indicato il denominatore ¢ sempre negativo segno della derivata seconda

y’>0 x—-1,7v0,2<x<2 concavita versol'alto
y? <0 -1,7<x<0,2 concavita verso il basso

flesso Fi (1,7;3,6) e F5(0,2;2,5). Nell'intervallo x > 3 la funzione & concava verso l'alto in
3<x<3,9 e verso il basso per x > 3,9. Nell’intervallo 2 < x < 3 la concavita & sempre verso il
basso

e grafico

Esercizio 13. Studiare la funzione

y:2—’x3—$‘

Soluzione. Dominio: la funzione ¢ polinomiale intera e il dominio ¢ comunque D = R. Studiamo gli
intervalli di positivita dell’argomento del valore assoluto

B—-2>0 z(z2-1)>0 —-1<z<0Ve>1
la funzione si puo dividere in

ylz—x3+x+2 —1<x<0vzx>1
Yo = x> —x +2 r<—-1vli<a<l

e la funzione ¢ pari

e intersezione con gli assi

y:2—|:1:3—a:] y=2
z=0 z=0

risolviamo graficamente trovando 'intersezione tra la funzione y = 23 e la y = x £ 2 e indichiamo
la soluzione approssimata

4 ,'- I -
[ (152,352)
d ,“
L2 4 &
(152, -3 52)

la funzione interseca gli assi in A(0;2), B(1,52;3,52), C'(—1,52;—3,52)

18



e segno della funzione: tenendo presente la soluzione del polinomio di 3° grado si ha nel primo caso
?—2-2<0 z<1,52

nel secondo caso
22—z +2>0 x>-1,52

troviamo la soluzione comune

{ <52 50 pc1.52

x> —1,52
la funzione sara quindi positiva per —1,52 < x < 1,52 e negativa per x < —1,52Vx > 1,52

comportamento all’infinito

lim 2—23+2x=—-00 lim 23—2-2=—00
T—+00 T—r—00
nessun asintoto orizzontale né obliquo
crescenza, decrescenza, punti stazionari
vi=—@2°-1)=0 3
h=322-1=0 -8
322-1<0 g
377 4+1>0 g -Bygp> L

la funzione non & derivabile nei punti —1,0,1 perché cambia segno il polinomio argomento del
valore assoluto; in questi punti avremo delle cuspidi; descriviamo il segno della funzione nei

diversi intervalli

| x<-1 | 327-1>0 |y >0]
—1<m<—§ —322+1<0 |y <0
B cr<0 | -322+1>0 |y >0
O<z<¥ | 3:2-1<0 |y <0
Vop<l | 322-1>0 |y >0
xz>1 —32°+1<0 |y <0
- . . C V3. 2(14V3) . .
avremo quindi tre massimi nelle cuspidi e due minimi in m; | —%%; 373 e nel suo simmetrico

2(14v/3

e concavita, convessita, flessi

’ r<—1 ‘ 6x ‘ <0 ‘ concavita verso il basso
—1l<z<0]| —6x | >0 concavita verso ’alto
O<zx<l1 6x | >0 concavita verso ’alto
r>1 —6x | <0 | concavita verso il basso
nei punti z = —1,0,1 non vi e derivata e non ci sono punti di flessi
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m

grafico L

Funzioni irrazionali

Esercizio 14. Tracciare il grafico v della funzione:

VT

- 1+z

Y

Soluzione Dominio: il radicando dovra essere non negativo, il denominatore diverso da zero. Cio si
esprime:

D { N ;_01 £>0
oppure D : [0;+00)
« intersezione con gli assi: per x =0 si ha y = 0. Pertanto la funzione interseca gli assi nell’origine
0(0;0).
e segno della funzione: si deve studiare la disequazione IJ% >0

N>0 x>0 VxeD
D>0 142>0 VxeD

si ricava che la funzione & sempre positiva.

e comportamento agli estremi del dominio

Vi \a

lim = v =0
z—4ool +x x(%—i—l)

=0 im —— =
z—0+1+2x

I’asse x rappresenta quindi un asintoto orizzontale. Non esistono asintoti obliqui.

e crescenza, decrescenza, massimi e minimi relativi: calcolo la derivata prima secondo la formula

della derivata di un quoziente, cioe (%) — [ @g@)-f(@)g (z)

9°(z)
y':ﬁ'(lﬂ)_ﬁ: e 1-@
(14z)* (1+a) 2,/ (14 z)°
la derivata esiste sempre nel dominio. Si avra
'S0 N>0 z<1
4 D>0 VxeD

La funzione y avra quindi un massimo per x = 1 nel punto M (1; %)
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e concavita della funzione e ricerca di eventuali flessi: calcolo la derivata seconda,
1 2
. a0+ - (1 -2) B 1 ayE(14+2)|VE 302 6e—1
Y 4z (1+z)* 4oz (1+2)?

la derivata e sempre definita nel D.; studiamo il segno della derivata seconda negli intervalli
compresi nel dominio; si avra quindi

" 3423
Y >0N>0 x> =
D>0 Ve e D

La funzione presenta quindi un flesso per x = % nel punto F(3+§\/§;: 0,46)

o grafico

M

u"o 1 2 3 1

Esercizio 15. Studiare le caratteristiche della seguente funzione e tracciarne il grafico:

zd+1
Yy=—""
T
¢ dominio:
2 +1>0 Vr e R
Den #0 x#0

si ha quindi D : Va € Ry oppure (—o0;0)J (0;400).

e intersezioni con gli assi: poiché il numeratore & sempre positivo e il denominatore non si
annulla nel dominio, la funzione non avra alcuna intersezione con gli assi cartesiani.

« segno della funzione: studio la disequazione fratta:

N>0 vVzt+1>0 VYzeD
D>0 x>0

si avra pertanto
y>0 per x>0
y<0 per z<0

e eventuali asintoti orizzontali, verticali ed obliqui:

22 1+i
. 1 . 4
lim xx+1 = lim ps = Foo
T—F 00 T— 00
non esiste alcuna asintoto orizzontale
. /4 . . /4 .
lim xz‘H = lim 0% =—oo0 lim xTH = lim O% =+00
—0— —0~ z—0t z—0t
asintoto verticale di equazione x =0
. vt . /14
m= lim Y&+l =1 ¢= lim Y=+l =90
r—oo T r—oo T

si ha quindi un asintoto obliquo di equazione y = x, bisettrice del 1° e 3° quadrante.

21



e Massimi e minimi relativi: calcoliamo la derivata prima e ne studiamo il segno per valutare
i tratti in cui la funzione € crescente o decrescente. In questo caso si utilizza la formula della

derivata di un quoziente, se y = %, allora y = £ (@g@—9g (2)f(2)

l9())?
423 Vo
r_ 2\/2411 —Vat+l o 414—2(x4+1) B -1
y= 22 222Vl g2, A

dominio della derivata Rg. Studiamo il segno della derivata:

N>0 (2241)(22-1)>0 z<-1z>1
D >0 VeeD

per cui
Y >0 xz<—-1xz>1 crescente
Y <0 —1<z<1 decrescente

si ha pertanto un massimo relativo nel punto M (—1; —ﬁ) e un minimo relativo nel punto
m (1; \/i)

e Calcoliamo ora le eventuali variazioni di concavita per valutare 1’esistenza di flessi:

(175 x
. 425 x4+17<%) (35471) B 4x5(a:4+1)—(4905+2x)(954_1) . 6zt +2
Y’ = (21 41) = o (2 1) Vi1 B3 (1) Vat+1

la derivata seconda non € mai nulla.

« Riassumendo tutte le informazioni, possiamo disegnare il grafico della funzione, nel modo seguente:

=~ ey o . L L o 0 D By R

Esercizio 16. Studiare la funzione

_Vz+l
Y= Ji2

Soluzione. Dominio:

x>0
- <
{a:;éél 0<z<4Vzx>4
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e intersezioni con gli assi:

y:gt; mas $:(3f+1 z=0
y=0 y=0 | y=Y5 y=—3

il grafico interseca ’asse = nel punto A (O; —%)

e segno della funzione

N>0 Jx>-1 VzeD
D>0 Vx>2 z>4

da cui si ha
y>0 r>4

y<0 O<z<4

o Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti: Calcoliamo i limiti nei punti di discontinuita

¢*+1 3 v+l 3

—00

= lim
a:—>4 Vr—2 0~ esat\JT—2  0F
asintoto verticale di equazione x = 4. Il comportamento della funzione quando x cresce o decresce

all’infinito:
1
VIt =1= lim 4z=1
a:—> oo\f 2 T——+00

asintoto orizzontale di equazione y = 1; nessun asintoto obliquo.

:+oo

e crescenza, decrescenza, massimi e minimi relativi:

y,:ﬁ(ﬁ—@ 2f(\f+1) -3 0

(Vz—2)° 2ya(vE-2)°

la derivata esiste sempre nel dominio. Si avra

N >0 mai
D>0 VzeD
, )
y >0 mat decrescente

y <0 VxeD-{0}
La funzione ha un massimo relativo per = =0 nel punto M (0; —%)

e concavita della funzione e ricerca di eventuali flessi: calcolo la derivata seconda eseguendo il
calcolo al denominatore che diventa 2z+/x — 8z + 8/«

i GG ) B TC e VAR
P¢E@&—2>} ez (Va-2)

la derivata seconda si annulla quando

9

3r—8y/x+4=0
ponendo t = \/z, si ottiene 3t> — 8t +4 =0, cioe t; = % e to =2, da cui
T = % x = 4 non accettabile

studiamo il segno della derivata seconda dove il denominatore ¢ sempre positivo nel D — {0};
negli intervalli compresi nel dominio; si avra quindi

y">0 0<$<%\/x>4

La funzione presenta quindi un flesso nel punto F' (%; —g)
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e grafico
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1
:
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1
1
i
1
=10 1
Esercizio 17. Studiare la funzione
2 -1
y =
r—2

Soluzione. Dominio: il radicando deve essere positivo o nullo

< — >
{x 1ve>1 1<z <1vz>2 [-1;1]U]2;+o0|

T >2

e intersezioni con gli assi:

Pl P

o ®

S
I

y=0
il grafico interseca l’asse x nel punto A (O; g), B(-1;0), C(1;0)
e segno della funzione: sempre positiva o nulla

o Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti: Calcoliamo i limiti nei punti di discontinuita

I 2 -1 [3 N
1m = —_— = o0
r—21 r—2 0t

asintoto verticale destro di equazione x = 2. Il comportamento della funzione quando z cresce o

decresce all’infinito:
lim =400
z—+oo\ xr—2

nessun asintoto orizzontale né asintoto obliquo.

e crescenza, decrescenza, massimi e minimi relativi:

2z(x—2)—x<x2—1>

s (z—2)° 2?2 —4dx+1
Yy = 2_ = 2 2_
2/ 2(x—2)% /L=

la derivata esiste sempre nel dominio. Si avra

N>0 2<2—V3Ve>2+/3
D>0 YeeD
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y >0 —l<x<2—3Vz>2+3 crescente
Y <0 2—V3<zr<1V2<xz<2++V3 decrescente

La funzione ha un massimo relativo nel punto M <2 —V3;\/4— 2\/3) e un minimo relativo nel

punto m (2—|— V/3; \/4+2\/§>

e concavita della funzione e ricerca di eventuali flessi: trascuriamo il calcolo

e grafico

ra
et e e

Esercizio 18. Studiare la funzione

r+vVai+1

V= 2 +1

Soluzione. Dominio: il radicando ¢ la somma di due quadrati, per cui le radici sono sempre positive e

siha D=R

 intersezioni con gli assi:
— vV CC2+1 _ - e 0 J—
y = hyetl T =mai x =0
{ yZO\/Z‘2+1 { y:O { y_x+,/x2+1 —
il grafico interseca l’asse y nel punto A (0;1)

e segno della funzione:
r+vVeZ+1 -0
x2+1

il denominatore € sempre positivo, il numeratore
rH+VE2+1>0 22+1>2% Vo

la funzione ¢ quindi sempre positiva.

o Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti:

. V241 1 z _z _ : —|z| — —
lim Vs hmim-f-l—x-i—l—? xll)r_noom-i—l— 1+41=0

Tr——+00 T—00

asintoto orizzontale destro y = 2 e asintoto orizzontale sinistro y = 0.
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e crescenza, decrescenza, massimi e minimi relativi:

;o (14 =) VAT T - e (o Va2 1) |

v 2241 T V@t l(zt1)

la derivata ¢ sempre positiva e la funzione sempre crescente e non ci sara né massimo né minimo
relativo.

o concavita della funzione e ricerca di eventuali flessi:

i} —\/foﬂ(xQ—i—l)—Qm\/xQ—i—l 3

(z241)° V21 (a2 + 1)

la derivata seconda si annulla per £ =0 e si ha

Yy’ >0 <0 concavita versol'alto
¥y’ <0 x>0 concavita verso il basso

la funzione ammette un flesso F'(0;1) con tangente obliqua di equazione
y—y=y (r—x) y—-1=1lz y=z+1

e grafico

Esercizio 19. Studiare la funzione

y=1{/(z+4)" -2

Soluzione. Dominio: la radice ¢ sempre definita e si ha D =R

e intersezioni con gli assi:

{W=2 {x:_4i2\/§ {x:O {x—()

y=0 y=0 y={(x+4)* =2 y =22
il grafico interseca ’asse y nei punti A (—4— 21/2; O) , B (—4—|—2\/§; 0), C (0;2\?’/5)

e segno della funzione:
J(x+4)?—2>0 (z+4)*-8>0

y>0 x<—4—2V2Vae>—-4+22
y<0 —4-2V2<z<—4+2V2

e Comportamento all’infinito ed eventuali asintoti:
lim {/(z+4)* -2 =400

r—+o0

nessun asintoto orizzontale, nessun asintoto obliquo.
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2
o crescenza, decrescenza, massimi e minimi relativi: riscriviamo la funzione: y = (x+4)3 —2

= —\X = ——
Y73 3vVx+4

y >0 x>-4 crescente
y<0 x<—4 decrescente

inoltre ) ) ) )
lim —A—===— lim =2 =400
z——4-3 Va+4 0~ z——4+3 Va+4 o+ +

il punto di minimo m (—4;—2) & una cuspide.

e concavita della funzione e ricerca di eventuali flessi:

ol

ST A N —2
Y _3< 3)( = Sy Ve

la derivata seconda non si annulla mai

y” <0 Vx
la funzione ha sempre concavita rivolta verso il basso

e grafico

=]
L
L=}
&
_ 3<

|

) =
ra
.

Esercizio 20. Studia le caratteristiche della seguente funzione e tracciane il grafico

i1
x

y =
Soluzione. la funzione va studiata nell’insieme R dei numeri reali.

e Dominio: la funzione presenta al numeratore una radice quadrata sempre positiva, essendo il suo
radicando la somma di due quadrati; essa e definita quindi per x # 0, cioe

(—00;0) U (0; —o0)

e Segno della funzione: per quanto detto sopra, il segno della funzione e determinato dal segno del
denominatore, per cui

y>0 per z>0
y<0 per <0

o intersezione con gli assi: intersezione asse x, di equazione y =0
i+1=0

nessuna intersezione;
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 intersezione con l'asse y, di equazione x = 0, non possibile perché 0 non appartiene al campo di
esistenza della funzione

¢ asintoti

2 1
RV <1+x4> . Vat4l
m =

li =400 = lim —=Fx
T—F00 T T z—0F T

e punti estremanti: calcolo la derivata prima della funzione, ricordando che la derivata del

numeratore va calcolata secondo le regole delle funzioni composte,cioe ( g(m)) = %
g(x

PO i G el (o R
2 w2Vt +1 22Vt +1
calcoliamo il segno della derivata prima, cioe
zt—1
2Vt +1

N>0a2t—1=(22-1)(22+1) >0, ciod per z < —1 Va > 1; D >0, Vo € R pertanto

>0

y/>0 r<—-1vze>1
y/<0 -l<z<1
y,:0 r==1

la funzione ha quindi un massimo per Z,,,,, = —1 nel punto di coordinate M (—1; —\@) e un

minimo per Z,,;, = 1 nel punto di coordinate m (1; \/ﬁ)

o punti di flesso: calcoliamo la derivata seconda

" 4a® ($2\/m> —(z-1) (2x\/m+ 227 ) )

T Vzi+l
x4 (2 +1)
42° (zt+1) =2z (z* —1) (22 +1)  2(32*+1)
(x4 1) Vart+1 B3 (@t 1) Vet + 1

La derivata seconda e uguale a zero, quando il numeratore & uguale a 0, condizione che non si
verifica mai. La funzione non presenta pertanto flessi.

e Grafico:

a0 | E

M -

ik

44

-1.3 =1 -0% v] [+ 8- 1 1.3 2
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Esercizio 21. Studiare le caratteristiche della seguente funzione e tracciarne il grafico

L x—5
x r2+5
Soluzione. Determiniamo il C.E della funzione: la radice al denominatore ¢ sempre positiva per cui

C.FE :Rq. La presenza del modulo richiede di distinguere i casi in cui la variabile indipendente ¢ positiva
0 negativa.

1° caso) z > 0, la funzione diviene
x—5
x2+5
essa non puo intersecare l'asse y per le C.E e non interseca nemmeno ’asse x, come si vede dal calcolo

y=1-

_ a5 Vri4+5=x—-5 x=2
{ _OV$2+5 224+5>0 Vo
y= z—5>0 z>5

Studiamo il segno della funzione per stabilire gli intervalli in cui ¢ positiva e negativa:

1 z—5 50 V2 +5—x2+5
245 245

>0

N >0 Va2+5>x-5
rt—5>0 U r—5<0
2% +5> (z—5)° 22 +5>0

r>5 U r<b
T >2 Vee C.E
x>5Ux <5 (x#0)
D>0 Ve C.E

la funzione risulta quindi sempre positiva.
Cerchiamo eventuali asintoti

x 1—5)

lim 1—-22 = lim 1—(71:

T—400 Va2+5 o, 1+5
P)

: __x—=5 _
xli%lJrl m_1+\/5

avremo quindi un asintoto orizzontale di equazione x = 0, cioe ’asse delle ascisse.
Cerchiamo ora eventuali punti stazionari, calcolando la derivata prima della funzione
2 _ _ . 2z
€ +5 (1: 5) 2 $2+5_ —5x_5
(x2+5)
la derivata ¢ sempre definita nel campo di esistenza. Studiamo il suo suo segno, osservando che il

denominatore ¢ sempre positivo, per cui la derivata prima risulta positiva per x < —1, cioe la funzione
¢ sempre decrescente nell’intervallo z > 0.

Yy =-

245

[SI[)

Cerchiamo eventuali flessi calcolando la derivata seconda

3 1 1
. —b(@?+5)2+15(x+1) (22 +5)2  5(z*+5)2 (222 +32—5) 5(222+3x—5)
y = = =
(22 +5)° (22+5) (3724_5)3
la derivata seconda si annulla quando 2z?+3x —5=0, cio¢ per x =1 e = g, quest’ultimo non

nell'intervallo > 0. Avremo quindi un flesso nel punto F (1; % ~1, 32)
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2°) caso per z < 0, la funzione diventa

_ 4 %5
Y x2+5

anche in questo caso non abbiamo intersezioni con gli assi, in quanto il valore x = 2 non appartiene
all’intervallo z < 0.
Studiamo il segno della funzione per stabilire gli intervalli in cui e positiva e negativa:

x—5 0 Va2 +5+x—5 _

—_— > 0
245 245

N>0 Va?2+5>5—=x
5—x2>0 5—x <0
{a:2+5>(5—m)2 U{:c2+5>0
{:U<5 U{x>5
T >2 Vee C.E
2<x<bUx>5
D>0 VreC.E

la funzione risulta quindi positiva per x < 2 e quindi nell’intervallo x < 0 sara sempre positiva.
Cerchiamo eventuali asintoti

i (<= 255) = i —1-20=2) g
;5—1>r—noo Va2+s5/) x—l>r—noo z./1+2 N
22
: 1 _ _x=5 — o
Jim (1= ) = VBt
avremo quindi un asintoto orizzontale di equazione x = 0, cioeé 'asse delle ascisse.

Nella ricerca di eventuali punti stazionari, osserviamo che la derivata prima della funzione ¢ identica
a quella gia calcolata prima e quindi avremo

y >0 per z<-—1
y <0 per —1<z<0

la funzione avra quindi un massimo M (—1;4/6 —1 ~1,45)
Anche la derivata seconda ¢ uguale alla precedente e avremo questa volta un flesso F5 (—%; VE—1~1, 24)

Il grafico della funzione completa € mostrato nella figura sotto. La funzione presenta una discontinuita
di prima specie nel punto di ascissa £ = 0 con un salto Ay =2
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Funzioni goniometriche

Esercizio 22. Studiare la funzione
y=cos’z(2sinz —1)
nell’intervallo [0,27] e rappresentarla graficamente. Traccia inoltre il grafico del valore assoluto della
funzione e del suo logaritmo.
Soluzione: Studiamo la funzione assegnata.

e intersezioni con gli assi:

y =cos’x (2sinz —1) y=-—1 cos?z (2sinz —1) =0 y:%;g;%’r;%ﬁ
z=0 z=0 y=0 y=0
o la funzione & continua in tutto l'intervallo chiuso e agli estremi assume i valori y(0) = —1 e
Fem)=—1
e positivita e negativita della funzione:
cos?z >0 Vz

sinx>% %<x<%7r
la funzione ¢ positiva nell'intervallo § <z < %77 e negativa negli intervalli 0 < z < %77 o ‘%’r <z <21
o studio della derivata prima
y = —2coszsinz(2sinz—1)+2cosz = 2cosw (—SSin2x+QSinm+ 1)

la derivata prima si annulla per

cosx =0 :B:g;%’r
3sin?x —2sinz —1=0 sinx:—%;l xzarcsin(—%) r=73

studiamo il segno

cosz >0 —5<r<73
—3sin?x+2sinz+1>0 arcsin (%) < x < arcsin (H‘%/ﬁ)

si avranno tre massimi relativi per

1++/13 3
+> xzw—arcsin(“r‘/ﬁ) 9132—7r

T = arcsin
( 6

e tre minimi relativi per

7r . (1_vT3 (1
v=5 x=arcsin (%) x = —arcsin (

la funzione avra quindi il seguente andamento
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“tm,

e quesito 1: tracciamo ora il grafico del valore assoluto della funzione. Per questo basta semplicemente
eseguire una simmetria rispetto all’asse delle ascisse delle parti negative della funzione. Si otterra
pertanto il seguente grafico

2w

o quesito 2: tracciare il grafico del In f (x). Il campo di esistenza ¢ rappresentato dagli intervalli in
672 276
con gli assi e, inoltre, nell’intervallo indicato, la funzione ¢ sempre minore di 1 per cui il logaritmo
sara sempre negativo.

calcoliamo i limite della nuova funzione; siccome f(z) =0 per z = §; %”; 5, il In f(z) tendera

cui la funzione ¢ strettamente positiva, cioe tra [%;Z]U [“' 5”]. Non vi possono essere intersezioni

sempre a —oo:
Individuazione di massimi e/o minimi: calcolo la derivata prima

! 1 !
h(z) =In(f(z)) h (z) = m'f (2)
. Cosav(cos2 x—2sin? :L"Jrsinx) . —3sin?x +sinz+1
- cos? z(2sinz—1) - cosx(?sinx— 1)

ne studio il segno

N >0 3sin?z —sinz—1<0 arcsinHT v13<:1c<%r
D>0 cosxz >0 T<r<3
: 1 s s s
smm>§ E<IL‘<§\/§<LL‘<F

la figura offre la risoluzione grafica
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Esercizio 23. Studiare la funzione

y=sinz+ V3cosz —1
nell’intervallo [0, 27] e rappresentarla graficamente.
Soluzione. Il dominio ¢ indicato e comprende tutti i valori di x € [0;27]

e intersezione con gli assi

y =sinz++v/3cosx — 1 y=+v3-1 sinz ++v/3cosz—1=0
z=0 T y=0

risolviamo 1’equazione lineare con la sostituzione sinx = % € cosT = }:L—z con t = tang
3(1-¢2
%Jr%q:o 2(V3+1)-2t—(V3-1) =0 1V/3-2 t,=1
per cui
{tan;”:\/g—Q {x:—g
tang =1 r=73
e segno

sinz +v3cosx—1>0

risolviamo graficamente sostituendo cosz = X, sinz =Y e costruendo il sistema

\/§X+y—120

si ottiene

(N
D

avremo y > 0 per —%<az<%ey<0per%<x<%7r




o valori agli estremi del dominio y(0) =y (27) =31

e crescenza, decrescenza, punti stazionari

y =cosx —+/3sinz =0 tanz= ? rT=7
avremo
y>0 0<z< 67V 7T<:c<27r crescente
y <0 F<r<iF decrescente

avremo un massimo relativo M (% 1) e un minimo relativo m (%7?; —3)

e concavita e flessi
Y’ = —sinz —v3cosz =0

la derivata seconda si annulla per

tanx = —v/3 xz%w;%w
avremo
—sinz —+v3cosz >0 tanz < —V/3 O<x<§\/%7r<x< %7‘(\/%7‘(<£E<27T
per cui
y” >0 F<x< %’/T convatita verso l'alto
y <0 0<z< gV %7[' <x <27 convatita verso il basso

avremo due flessi F1 (5:0) e Fy ( T 0)

e grafico

Esercizio 24. Studiare la funzione

y:2sin2x—sinx—|—1

nell’intervallo [0,27] e rappresentarla graficamente.

Soluzione. Il dominio ¢ indicato e comprende tutti i valori di € [0;27]

e intersezione con gli assi

y=2sin?z —sinz +1 y=1 2sin’z —sinz +1=0
z=0 =0 Yy =mai

risolviamo ’equazione

sinx = T nessuna soluzione
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e sSegno
2sin®z —sinz +1>0

come visto, il discriminante & negativo e la disequazione e verificata per ogni valore del dominio,
per cui la funzione € sempre positiva.

o valori agli estremi del dominio y(0) =y (27) =1
e crescenza, decrescenza, punti stazionari

y' =4sinxzcosz —cosz =0 cosx(4sinz—1)=0

_ _r.3
cosx =0 xT=5;57
. _l _ . l
sinz = 7 T = arcsin (4)

avremo
cosz>0 O0<z<IVm<z<inm

sinx > i arcsin (i) < x < m—arcsin (i)
da cui risulta
y >0  arcsin (%) <z < 5 Vm—arcsin (%) <z < %W
y <0 0<$<arcsin(i)\/%<:E<7r—arcsin(i)\/%7r<:n<27r

avremo due massimi relativi M (g;Q), M, (%71';4) e due minimi relativi mq (arcsin (%);%),
mo (7r —arcsin G) ; Z)

e concavita e flessi
y” =4cos?x —4sin®z +sinz = —8sin?z +sinz +4

la derivata seconda si annulla per

8sinz —sinz —4=0 sinz= 1117 V6129
avremo
y” >0 arcsin 1+17 V6129 < x < 7 —arcsin 1“'17 V6129 V 7+ arcsin 1_17 V6129 < x < 27 — arcsin 1129

16

e grafico

m m.

] ml2 m niz 21

Esercizio 25. Studiare la funzione

y=+vsinzx+1
3

nell’intervallo [—g, 571’} e rappresentarla graficamente.
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Soluzione. Il dominio ¢ 'intervallo indicato

 intersezione con gli assi

y=+/sinx+1 Y=
z=0 x

e segno

Vsinz+1>0

la funzione seno ha come codominio [—1;1] per cui la disequazione é sempre verificata.

« valori agli estremi del dominio y (—%) =y (%ﬂ') =0

e crescenza, decrescenza, punti stazionari

vy = 2y/sinz+1
cosz =0 x:g;%ﬂ
avremo )
™ s
y <0 <z <gm

avremo un massimo relativo M (g, ﬁ) e due minimi assoluti negli estremi del dominio. Negli
estremi del dominio si ha

CosT CoST

lim 2y/sinxz+1 = lim 24/sinxz+1 =0

$—>—g+ g;_>377"7
e i due punti sarebbero cuspidi

e concavita e flessi ,
B % (—sinx\/sinx—f— 1— %;:;STTCCH) _ —(sinz+1)
¥y = sinz+1 ~ 4y/sinz+1

la derivata seconda si annulla per

sinz=—-1 z= %71'
la frazione ¢ sempre negativa e la funzione avra sempre la concavita rivolta verso il basso.

e grafico

w mi2

Esercizio 26. Studiare la funzione
1—cosx

Y= ——" """
sinx +cosx

nell’intervallo [0,27] e rappresentarla graficamente.
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Soluzione. Il denominatore si annulla se, ricordando le formule di addizione
sinr+cosr =0 +/2sin(z+ 7)=0

cioe

 intersezione con gli assi

. 1- _ 1-— _ — N
{y— {y—o {—o {x_o,zw
=0

x=0 = y=20 y=0
e segno
1—cosz
sinx +cosz
Num >0 cosz <1 Vr e D—{0;2n}
Den>0  sin(z+23)>0 O<z<3nvir<z<or
per cui

y>0 O<:r<%7r\/£7r<x<27r
y <0 %w<x<£7r

o valori agli estremi del dominio y (07) =y (277) =0

» asintoti
: l—cosx __ : l—cosx __
hgn_ sinz+cosxz o0 11m+ sinztcosz X lim —i=e€osT  _ _ lim —i=eosz  _ +00
r—s 3T r—s 3T 7 — Sinz+cosx 7+ SiNT+cos®
4 4 x— x—-T

4 4

asintoti verticali z = %71 ex = £7r

e crescenza, decrescenza, punti stazionari

, sinz(sinz +cosx) — (1 —cosx)(cosx —sinz) 1+sinz —cosz
= 2 = 2

(sinx + cosx) (sinx + cosx)

avremo
y =0 1+sinx—cosz=0
studiamo ’equazione che si puo riscrivere come

V2 3

sin(xf%):fT r=5m =27

da cui
Yy >0 O<z<3rvir<z<in
Y <0 Sr<z<irviz<z<on

massimo relativo M (%w; —1).

e concavita e flessi

(sinz + cosz)? — 2 (—sinz + cosx) 1 +sinx — cosx 3 —sin2x+2(sinz —cosx)

(sinz + cosz)? (sinz + cosx)®

9

riscriviamo il numeratore mediante la sostituzione t = sinx —cosx e t? = (sinx — cos x)2 =1—sin2x;
allora si pud riscrivere come 2+ 12+ 2t = (t41)% 41, cioe

(sinz —cosz +1)% 41
il numeratore ¢ quindi sempre positivo e il segno dipende dal denominatore e si ha

y” >0 0<a:<%7r\/%7r<x<27r
y <0 Sr<a<in
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e grafico

Esercizio 27. Studiare la funzione .
sinx — cosx
y= -
sin 2x

nell’intervallo [0,27] e rappresentarla graficamente.

Soluzione. Il denominatore si annulla se

sin2z =0 =z :O,%,%W,QTI'

ool ]

e intersezione con gli assi

sinz—cosz _ () r="T:51 s 5
sin2x 474 A ;0 ’B( ,0)
e Segno
sinx —cosx
——F >0
sin2x
)>() %<x<%7r

Num >0 sin (z— 5
) O<z<IVr<z<im

Den >0 sin (2x) > 0

per cui
y>0 %<az<%\/7r<a:<%7r\/%7r<x<27r
y<0 O0<z<IVi<z<mVir<az<ir

o valori agli estremi del dominio

: sinz—cosx __ 71; -1 _ _ : sinz—cosx __ 1: -1 _
hm+ e = hm+ oF =—00  lim RE=RE = hm+ o= =t
z—0 z—0 T—2T z—0
eventuali asintoti
: sinz—cosx __ 713 1 sinz—cosz __ 1
hr?, sin2x 111’7{17 0+ — +00 hr{,l_‘_ sin2x 11I£1+ 0— —
: sinz—cosx __ 73 1 : sinz—cosx __ 73 1
lim 2 = lim = = —o0 lim S22 = lim = = —00
T T 1 z—mt z—mt 1
. sinz—cosx __ 1; -1 _ : sinz—cosz _ 1; =1 _
1113117 e = 1113117 oF = —00 11131r1+ T 111;;a+0, +o00
T T T— 5 T

avremo tre asintoti verticali di equazione v =5, r=m, x = %7‘(’ oltre all’asintoto verticale destro

x =0 e quello sinistro = = 27.
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e crescenza, decrescenza, punti stazionari

,  (sinz+cosz)(2sinzcosz) — 2 (cos®z —sin®z) (sinz —cosz) 2 (sin’®z + cos® z)

sin?2x sin?2x
studiamo il numeratore

2

sindz+cosdz =0 (sinz+cosz) (sin®z —sinzcosz +cos’z) =0

il primo fattore si puo riscrivere come

V2sin(z+2)=0 z=

—5
T X =T

|0

2

il secondo fattore (dividendo tutto per cos®x) & sempre positivo (A < 0)

2

sinz —sinzcosx+cos?x =0 tan’z—tanz+1=0 mai

il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio per cui il segno della derivata ¢ dato da quello del
primo fattore al numeratore

y>0 O<z<3rVir<z<2m
y <0 r<a<In

la funzione sara quindi

crescente 0<x<%\/g<x<%7r\/£7r<x<2ﬂ'
decrescente %7‘(‘<$<7T\/7T<33‘<%7T\/%7T<1‘< %7?

avremo un massimo relativo M (%Tr; —\/§> e un minimo relativo m ()
e tralasciamo la derivata seconda per evitare un calcolo eccessivo

e grafico

I MR PP PR Y S P e _
=

Funzioni esponenziali
Esercizio 28. Studiare la funzione y =z (1+e~") e tracciarne il grafico

e Dominio: la funzione esiste sempre, cioe D : Vr € R.
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o Intersezioni con gli assi: intersezione con 'asse x

r(l+e%)=0 =0
y=0 y=0

xr=0
y=0

La funzione incontra gli assi cartesiani soltanto nella loro origine O (0;0).

intersezione con ’asse y

e Segno: studiamo la positivita e negativita della funzione, osservando che il fattore 14+e7% ¢
sempre maggiore di 0, avremo
y>0 per x>0

y<0 per z<0
e Asintoti: calcoliamo il comportamento della funzione per x — +o0

lim z(1+e ) =—00 lim z(1+e™) =400
r——00 T—>+00

ricordando che e™* — 0 per  — 400 e e~ % — +00 per x — +oo. Verifichiamo la presenza di

asintoti obliqui; visto il diverso comportamento dell’esponenziale divideremo lo studio nei due

rami della funzione

1 -z 1 -z
me hm AT o i B
T——00 x€X r—+00 xr
g= lim z(1+4e*)—z= lim e *=0
T—+00 T——+00

avremo un asintoto obliquo per il ramo positivo di equazione y = z. Non avremo asintoti orizzontali
o verticali.

e Crescenza e Decrescenza: individuiamo i punti stazionari calcolando la derivata prima della

funzione
ef—xr+1

y=1+e"+z(—e")=1+e " —ze " =

uguagliamo a zero la derivata
ef—x+1=0 €' =x-1

risolviamo ’equazione graficamente mediante il sistema

z=e"
z=x—1

come si puo notare e® > x — 1 per ogni valore di x, per cui la funzione sara sempre crescente.

e Flessi: calcoliamo la derivata seconda e uguagliamola a zero
y'=—e "—e "4re P=e"(x—-2)

la derivata seconda si annulla per x = 2 e avra concavita verso il basso per z < 2 e concavita
verso 'alto per x > 2. Avremo quindi il flesso F'(2;2 (1 —e™2) ~ 2.27).
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e Rappresentazione grafica della funzione

Esercizio 29. Studiare la funzione

y= ef4x+2x2

Soluzione. Dominio: il dominio della funzione esponenziale ¢ quello del suo esponente; in questo caso
avremo D =R

e Intersezione con gli assi
mai  A(0;1)

¢ la funzione esponenziale ¢ sempre positiva

e comportamento all’infinito

. _ 2 . _ 2 2(g9_4
lim e—40+20% — ot — oo lim e~ %+20% = o?(273) = 4o
T—>—00 r—r+00

non ci sono asintoti

e crescenza, decrescenza, max, min

y =de 42 (1) =0 z=1

studiamo il segno della derivata
x>1 crescente
r <1 decrescente

la funzione ha un minimo nel punto m (1; 672).

e concavita, flessi
Yy’ = e 4t (4g — 4)% 4 gemtte® — getita® (402 8y 45) =0 A <0 la

derivata seconda e sempre positiva e la funzione ha concavita rivolta verso 1’alto; nessun flesso.

« grafico:
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Esercizio 30. Studiare la funzione

y= e|:c—2|

Soluzione. Dominio: il dominio della funzione esponenziale ¢ quello del suo esponente; in questo caso
avremo D =R

o Intersezione con gli assi

¢ la funzione esponenziale ¢ sempre positiva
e comportamento all’infinito e nel punto = =2

lim el 2= 400 lim el*2=1
r—+o0 r—+2

non ci sono asintoti e la funzione ¢ continua in z = 2

e crescenza, decrescenza, max, min: la funzione per la presenza del modulo si divide in due rami

y1=e*"2 perz>2
Yo =e>"% perx <2
/=2 ;
yy=e"7=0  ma
yh=—e>""=0 mai

studiamo il segno della derivata
x>2 crescente

T <2 decrescente

nel punto x =2 si ha
y1(2)=1 y(2)=-1

la derivata assume valori finiti ma diversi e la funzione non ¢ derivabile in questo punto; ha un
minimo a cuspide nel punto m (2;1).
e concavita, flessi
»oo_ x—2
y1=¢€
» o 2—
Yya2=e

per x > 2
per x < 2

xr
la derivata seconda ¢ sempre positiva e la funzione ha concavita rivolta verso I’alto; nessun flesso.

o grafico:
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Esercizio 31. Studiare la funzione

z—1

y: e2—x

Soluzione. Dominio: il dominio della funzione esponenziale ¢ quello del suo esponente; in questo caso
avremo D =R — {2}

o Intersezione con gli assi

z—1 y 1 z—1 0 1
= e2-z - —F= e2—r =
Yy Ve mai  A[0;—
z=0 z=0 y=0 Ve
¢ la funzione esponenziale € sempre positiva
e comportamento all’infinito
. =1 + . z—1 _
lim e2= =1 lim ez= =1
T——00 € T——+00 €
si ha un asintoto orizzontale di equazione y = %
e eventuali asintoti verticali
. z—1 . a1 . z—1 . 1
lim e2== = lim eot =400 lim e2—= = lim eo- =0
T2~ T2~ r—2+ r—2+
avremo un asintoto verticale sinistro z = 2.
e crescenza, decrescenza, max, min
/ 2l g gta—1 eg:i
= e2-z =
Y @27 (22

studiamo il segno della derivata
Num >0 VxeD
Den>0 VYxeD

la funzione € sempre crescente.

e concavita, flessi

xz—1 rz—1
e2-z ( L 2)(2—x)2+2(2—33)62—-r
9 (2—x)

y - (27$)4

il segno della derivata seconda eé:

y?>0 x<3 (x#2) concavitaversolalto
y” <0 T > g concavita verso il basso

si ha un flesso nel punto F (%, e%)
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e grafico:

AT EEE T T ES T e s e e e e - ————
1 ‘-_—______lm--n-'---'
4 - 0 i1 F 4 6 B
Esercizio 32. Studiare la funzione
2e*
y =
et —1

Soluzione. Dominio: nella funzione il denominatore deve essere diverso da zero; in questo caso avremo

per cui D =R—{0}

e Intersezione con gli assi

2e” =0
{ et—1 mai

e studiamo il segno della funzione

2e”®
2> 0

eT —

Num >0 2¢*>0 VzxeD
Den>0 e*>1 x>0

per cui y >0 perx >0ey <0 per x<0.

e comportamento all’infinito

: 2e”  _ : 2e”  __
ccgr—nooez_l =0 a:ginooez_l =2

si ha un asintoto orizzontale sinistro y =0 e uno destro y = 2.

e eventuali asintoti verticali

. x . T
lim -2¢ 1 =—00 lim Ze 7 = +00
z—0—¢ x—0+€
avremo un asintoto verticale sinistro z = 0.
e crescenza, decrescenza, max, min
, 2% (e —1) —2e** —2e®
y = 2 = 2
(er—1) (er—1)

studiamo il segno della derivata
Num >0  mai
Den>0 VzeD

la funzione ¢ sempre decrescente.

e concavita, flessi
»  —2e%(e®—1)244e2% (eT—1)  2eT(e®4+1)
Yy = T = 5> =0
(ex—1) (ex—1)

il numeratore ¢ sempre positivo, il denominatore lo & per x > 1 per cui:

y’>0 x>0 concavita versol'alto
¥y’ <0 x<0 concavita verso il basso

non ci sono flessi.
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e grafico:

Esercizio 33. Studiare la funzione

Y= VT
Soluzione. Dominio: nella funzione il denominatore deve essere diverso da zero; in questo caso avremo
gerlogr>0 B -3r>0 3¢ (5 -1)>0
3*>0 Ve 3*>3 z2>1
per cui D = [1;+00]

e Intersezione con gli assi

2z—1 _ 9z _
{3 N Tt

y=0

e lo studio del segno ricalca quello del dominio per cui y > 0 per x > 1, cioe la funzione & sempre
positiva o nulla nel dominio

e comportamento agli estremi

lim 32*-1 -3 =0 lim 3%*1_-37= 4+
r—1t r—r-+00

si ha un asintoto orizzontale destro y = 0.
e crescenza, decrescenza, max, min
2
, 2:3221In3-371n3  3"In3 (337-1)
W N e T

studiamo il segno della derivata (3% sempre positivo, cosi come il denominatore nel dominio)

%3x—1>0 x>log3%

ma r = log3% ¢ D, per cui la derivata & positiva per x > 1, cioeé la funzione & sempre crescente.
33 (337 - 1)
lim =
=1+ 24/322-1 _ 3

la funzione in = 1 non ¢& derivabile.

+00

o tralasciamo lo studio della derivata seconda

2(4-3% 1?3 - 37In23) /3% T =37 — 35 lndciIng
= 4 (32x—1 _ 39:)
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e grafico:

Esercizio 34. Studiare la funzione )
y=(r—2)e =

Soluzione. Dominio: il dominio di un esponenziale ¢ quello del suo esponente, per cui avremo

D=R—{0}

o Intersezione con gli assi

r—2=0 r=2
(2270 {520 g

(.1‘—2)6_% >0

e studio del segno

r—=2>0 2>2 y>0  perz>2
e~ >0 VYreD y<0 perr <0VO0<z<2

e comportamento agli estremi

lim (:E—2)67% =—o0 lim (x—2)e*%:+oo
T—>r—00 r—r—+00

nessun asintoto orizzontale; verifichiamo un eventuale asintoto obliquo

1
m= lim 2% —1 g= lim (58*2)67%*33:56(67%*1)*267%
z—+00 z x—>+o00

questo limite ¢ piu complesso e lo risolviamo

lim z (e_% — 1) — lim 26_%

r—Fo00 r—300

nel primo limite ponendo t = % si ottiene un limite notevole

per cui

avremo un asintoto obliquo di equazione y = x — 3; verifichiamo eventuali asintoti verticali
. _1 . _1
lim (z—2)e"z =—oc0 lim (x—2)e =0
z—0~ z—0t

2 =0 punto di discontinuita non eliminabile; avremo un asintoto verticale sinistro x =0
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e crescenza, decrescenza, max, min

1 1 1 (2?4 —2
Jmt et () -t (£2272)

la derivata si annulla per x = —2 e x = 1; studiamo il segno della derivata (6_% sempre positivo
nel dominio), per cui

2?+z-2 ) Num >0 r<—-2Vx>1 r<—-2Vzr>1 crescente
a? Den >0 Yz #£0 —2<zrx<0Vio<z<l1 decrescente

si ha un massimo relativo in M (—2;—4+/e) e un minimo relativo in m (1; —%); la funzione in
x =0 non & derivabile.

e concavita e flessi

s 11 224r—2 1 (2z+1)2* -2z (22 +2-2) 1 (br—2
veer\@)\ T ) trer o =\t

y” >0 x> % concavitaversol'alto
Yy’ <0 z<0Vi<z< % concavitaversoil basso

[un

5
avremo un flesso nel punto F' (%, —%efﬁ)

o grafico:

Esercizio 35. Tracciare il grafico della funzione
Y= ‘1 —V 61’_1’
e scrivere le equazioni delle tangenti alla curva negli eventuali punti di intersezione con gli assi coordinati.

Soluzione. questa funzione puo essere studiata nelle forme tradizionali. Si puo ottenere il suo grafico
molto piu rapidamente costruendola mediante successive trasformazioni, riscrivendo la funzione nella
forma

e La nostra funzione di partenza sara y = e, funzione che consideriamo nota

z . . . . \
rappresentiamo y = e3, applicando una dilatazione orizzontale: la forma grafica sara
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_,_o—'—'_'_'_-__'_
p— u
:1- -3 -IJ -1 1] 1 F 3 :1-
. z . . .
e rappresentiamo ora y = % -e3, una dilatazione verticale
[ . i — = == - -
. . . . z
e Costruiamo la simmetrica rispetto all’asse delle z, y = —3\}7; -e3
2
-
-
_'_'-'_'_'_'_,_o—"'-l-ﬂ __'_'__'_,_o-"'-'-
_—__'_'_‘_'_-
_—— [
B .. [ . -2 =1 [} 1 2 3 +
ety T _—
(=<7) 1T
.
2 HH“'—

 operiamo una traslazione verticale verso ’alto di vettore (0;1)

1 e 3 F

. - kY o -
' ] —_
R T H""\-\.\_\_\
; —
o
-\-"""\-\.\_\_\_\_
S

= .,

=,

H
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e costruiamo il simmetrico rispetto all’asse x della parte negativa della funzione

La funzione interseca gli assi nei punti
z=0
assex s/1
y=1-{/1~028
asse r=1
y =0
Si puo osservare che il punto di coordinate (1;0) ¢ un punto angoloso. Infatti calcolando le due
derivate si ottengono due tangenti diverse.
perz <1 3y = —%

perz > 1 y’:% -
e3

le rette tangenti avranno equazioni y = :l:% (x—1)
La derivata nel punto (O; 1- {”/g) avra valore y'(0)

— 1 1
V=5t w

1 . N
—%6_5 e I'equazione della tangente sara

Funzioni logaritmiche
Esercizio 36. Studiare la funzione
y=1In (x2 — 2$>

Soluzione. Dominio: I'argomento del logaritmo deve essere strettamente positivo, per cui

22—2x>0 z<0Va>2

D =]—00;0[U]2;400[

e Intersezione con gli assi

{111(962—295):0 {5”2—2’5‘1:0 A(1-V2;0), B(1+V2;0)

y=0 y=0
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e studio del segno
In(2?-22) >0 2?—-2x—-1>0

y >0 pem:<1—\/§\/x>1+\/§
y<0 perl—V2<z<0Vv2<z<l+2

e comportamento agli estremi

lim In (:132 —2z) =+occ lim In (:U2 —2z) =400
T—r—00 r—+00

nessun asintoto orizzontale; verifichiamo eventuali asintoti verticali

lim In (:132 —2z) =—o0 lim In (x2 —2) = —00
z—0~ z—2+

avremo un asintoto verticale sinistro x = 0 e uno destro x = 2

e crescenza, decrescenza, max, min
,  2x—2
y = ——
x2 -2

la derivata si annulla per x = 1; studiamo il segno

Num >0 r>1 O<zx<lVax>2 crescente
Den >0 r<0Ver>2 rz<0Vi<ar<?2 decrescente

nessun massimo o minimi relativi.

e concavita e flessi
s 2(22-22)— (22-2)°  —2(2?—22+2)

= 2 = 2
(22 —2x) (22 —2x)
il numeratore & sempre negativo e il denominatore sempre positivo nel dominio e la funzione avra
sempre concavita rivolta verso il basso

e grafico:

Esercizio 37. Studiare la funzione

1 x> +4
y= x2—4

Soluzione. Dominio: I’argomento del logaritmo deve essere strettamente positivo, per cui

iifi>0 r<—2Vr>2

D =]—00; —2[U]2;+00]

e simmetria: la funzione e pari
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Intersezione con gli assi

244\ _ 244 _
{ In i2—4)_0 { =g =0 mai

8
Il
o®

studio del segno

V
o

111(362"_4) 2t 4+4>0 VeeD
22—4>0 z<-2Vzr>2

y >0 perx < —2Vx>2
y <0 mat

comportamento agli estremi

lim In ($2+4> = lim In(1)=0 lim 1n(’”2+4> =0

2_ 7
T——00 z4—4 T——00 T—+00 z2—4

asintoto orizzontale y = 0; verifichiamo eventuali asintoti verticali

lim In (m2+4) = lim In (0%) =400 lim In (‘”?jj) =400

2_
T——2- zi—4 T——2- z—2+ z
avremo un asintoto verticale sinistro £ = —2 e uno destro x = 2
crescenza, decrescenza, max, min

, at—4 2z (x?—4) -2z (2?+4) —16z

T a2+4 (22— 4)° zt 16

Y

la derivata si annulla per z =0 ¢ D; studiamo il segno

Num >0 r<—2 T < —2 crescente
Den >0 r<—-2Ver>2 x>2 decrescente

nessun massimo o minimi relativi.

concavita e flessi
_ —16(z* —16) —42® (—16z)  48z*+256
(24 —16)* (24 —16)*
il numeratore & sempre positivo e il denominatore sempre positivo nel dominio e la funzione avra
sempre concavita rivolta verso l'alto.

7

grafico:

SRR
NN

NN

J.

6 -4 a

3

Esercizio 38. Studiare la funzione

y=1In

x—i—?‘

o1



Soluzione. Dominio: la funzione si divide in due parti con domini diversi

n 1n($+2) r<—2Vz>0

yr=m(—%?) —2<z<0

o Intersezione con gli assi

Y { (:%2):1 {:c—i—sz maz
1! )= _
ygz{ <_L2):1 { —i—2:x { r=-1 A(—-1;0)
y =

y=0

o studio del segno
2 _1=2>0

ylzln(%Q>>0 1>O x> 2
y1 <0 < —2
a2 | 2242 4
xX —X
ygzln<—$7ﬁ>>0 y2 >0 —-1<z<0
y2 <0 —2<zr< -1

e comportamento agli estremi

lim ln(x;rz): lim In(1)=0 lim ln(x;rz) 0

T——00 T—r—00 r—r—+00

asintoto orizzontale y = 0; verifichiamo eventuali asintoti verticali

i ()=t (55 =

lim In (—%) =400 lim ln( ) 400

r—0~ z—0+
avremo un asintoto verticale x = -2 e uno z =0
e crescenza, decrescenza, max, min
, r T—x—2 —2
y = . =
L r 42 22 22+ 2z

la derivata non si annulla mai; studiamo il segno

; Num>0 mai

YI" " Den>0 r<_9vyg>g Sempre decrescente

,  —x —xz+txz+2 =2
yQ_a:—i—? 22 2242z

; Num>0 mai nel dominio

: . .. sempre crescente
Y2 Den >0 mai nel dominio p

e concavita e flessi
(=22 —2)(-2) B 4(x+1)

22(z+2)?% 22(x+2)

s . Num>0 z>0
Y1 Den>0 Ve e D

9

n
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nel dominio x < —2V z > 0 avremo concavita verso 1’alto per x > 0 e verso il basso per z < —2.

(—22-2)(=2) 4(z+1)

b

= 22(z+2)? 22(x42)?
s . Num>0 1<z <0
Y1° Den>0 Ve D

nel dominio —2 < z < 0 avremo concavita verso l'alto per —1 < x < 0 e verso il basso per
—2 <z < —1; flesso nel punto F (—1;0)

o grafico:

Esercizio 39. Studiare la funzione

Inz

- 2—Inx

Soluzione. Dominio:
x>0 x>0
2—lnx#0 r#e?

per cui D :]0;e*[U]e?;+o0]

e Intersezione con gli assi

o studio del segno

1
DT g

2—Inx

Inz >0 r>1
hr<2 0<z<e?
avremo
y>0 l<z<e?
y<0 0<z<lVaz>e

e comportamento agli estremi
i Inz 1
im =—
z—=+002 —Inx

verifichiamo eventuali asintoti verticali

Inx Inx

“Inz + “Inz
w—re2—2 ! z—e2-0 w—e2+ 2 !

= —0

Inx

11 =
z—0+2—1Inx

avremo un asintoto verticale z = e2
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e crescenza, decrescenza, max, min

%(2—ln$)+%lna:_ 2
(2—Inz)? ~ 2(2—Inxz)?

/

y:

la derivata non si annulla mai; studiamo il segno

;. Num>0 sempre
Y* Den>0 x>0

y >0 VeeD f.semprecrescente

e concavita e flessi

— [(2—1nm)2—2m(2—ln:c) (%)] lnz
V= 22(2—Inz)* C 22(2—Inz)?
s Num>0 x>1
Den >0 0<z<e?
y” >0 l<z<e? concavitaversol'alto
y”? <0 O<z<lVaz>e? concavitaversoilbasso

flesso nel punto F'(1;0)

e grafico:

10

r

T
-q..f".'----._,.-..--4.@.----1.._,-----,.*---.

-5

Esercizio 40. Studiare la funzione
In(z—1)

Soluzione. Dominio:

r—1>0 21
r—1>0

per cui D :]1;+00]

o Intersezione con gli assi

ylz{ ;ni:col)zo { i:g A(2;0)
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e studio del segno
In(z—1)

r—1
In(z—1)>0 x>2
r—1>0 r>1

>0

avremo
y>0 x> 2

y<0 1<ax<?2
o comportamento agli estremi (applicando il teorema dell’Hopital)

lim In(z—1)
rz—+o00 \/x—1

asintoto orizzontale di equazione y = 0; verifichiamo eventuali asintoti verticali

=0

. In(z—1) . —00
lim = lim = = -
z—1+ Vel a1+ 0F

avremo un asintoto verticale sinistro x =1
e crescenza, decrescenza, max, min

R x_l_ﬁln(x—l)_ 2—In(z—1

v= (x—1) 2(x—1)yz—1

la derivata si annulla per = 1+ e?; studiamo il segno

;o Num>0 l<z<l+e?

Den >0 z>1
y >0 l<z<l+e? crescente
y <0 x>1+e? decrescente
massimo M (1 +e2: %)
e concavita e flessi
, Inx
y = =
22(2—Inz)*  22(2—Inz)?
s Num>0 x>1
Den >0 0<x<e?
y” >0 l<z<e? concavitaversol'alto
y” <0 O<z<lVaz>e? concavitaversoil basso

flesso nel punto F'(1;0)
o grafico:

10

-.u.r'.'----._..-..--4@.----1.!.----;;---.

-5
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Esercizio 41. Studiare la funzione )
nr

4—1n’zx

x>0 x>0
4—Inx#0 x#e?e?

per cui D:}O;e%{u}e%;eQ[U]eQ;—Foo[

y:

Soluzione. Dominio:

o Intersezione con gli assi

e studio del segno
Inx

4—In’z
Inx >0 r>1
In2z-4<0 —2<lnz<?2 e2<x<e?

>0

avremo
y>0 O<z<hvi<az<e?
y<0 L <z<lVa>e?
e comportamento agli estremi
. Inx Hop .. % . -1 _
lim ———— =" lim = lim =
z—+o00d —In“x 5 too _olnz o+ 2Inx
X

asintoto orizzontale destro y = 0; verifichiamo eventuali asintoti verticali

lim 8% — Jim 2 =400 lim 2=-00

_o—4—In"z 45— 0 o+ 0

r—e r—e r—e
lim -z lim 2 =400 lim 2 =—-00
_ 4—In? 0+ 40
r—re? —e? r—e?
Inz
lim —— =0

o0+t 4 —Inz

avremo un asintoto verticale z =e~2 e uno = = 2

e crescenza, decrescenza, max, min

, %(4—11(12:3) —Ilnzx (—2%) _ In?z+4

2 2
(4 —In? m) T (4 —In? :c)
la derivata non si annulla mai; studiamo il segno

;. Num>0 sempre
Den >0 x>0

y' >0 x>0 crescente

nessun massimo o minimo relativi
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e concavita e flessi

) T T

y:

bz (4-n?e)’ ~ (102 0+4) | (4-In%0) 420 (1 o) (22122 |

x2 (4—11’12 z)4 -
. lnx(1n3 z+21In? z+24)
o x2 (4—1112 33)3

il numeratore si annulla solo per z = 1 appartenente al dominio

y” >0 O<z< e% Vi<z<e? concavitaversolalto
y”? <0 e% <zx<lvVaz>e? concavitaversoil basso

flesso nel punto F'(1;0)

grafico:

Esercizio 42. Studiare la funzione
y=2z°+In(z+1)

Soluzione. Dominio:
r+1>0 z>-1

per cui D :]—1;+00]

o Intersezione con gli assi

222 +In(z+1) =0 x=0 )
{y:o P20 000)

la soluzione e ottenibile osservando che i due addendi si annullano per x =0

e studio del segno
In(z+1)> 222

si puo studiare graficamente: y = —222, parabola con concavita verso il basso; funzione logaritmo
traslata verso sinistra di vettore (—1;0)

2z = —2z?
z=In(x+1)
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¢ si osserva quando la curva logaritmica “sta sopra” la curva parabolica

y >0 x>0
y <0 x <0

e comportamento agli estremi

lim 222 +In(z+1) =400 lim 222+In(z+1)=—o0

T—+00 r——1+
nessun asintoto orizzontale; asintoti verticale destro x = —1

e crescenza, decrescenza, max, min

) 1 4 +4x 41 (2x+1)?
(x+1) r+1 z+1
la derivata si annulla per z = —%; studiamo il segno

;. Num>0 VxGD;é—%
Den >0 z>—1

la funzione ¢ sempre crescente; in x = —% ci pud essere un cambio di concavita

e concavita e flessi
A42c+1) (z4+1) = (2c+1)*  (2z+1)(22+3)

”

(z+1) (z+1)
il numeratore si annulla solo per x = —% ¢Dex= —%
¥y’ >0 r>—1 concavitaversol'alto
y” <0 r<—3 concavitaversoil basso

flesso nel punto F' (—%; % —In 2)

e grafico:

Esercizio 43. Studiare la funzione

y=a?(lnfe| 1)

Soluzione. Dominio: la presenza del modulo di z implica la possibilita di considerare anche i valori
negativi della variabile, per cui D =R — {0}

e la funzione e pari e cio ci consente di studiare solo un ramo; prendiamo quello che corrisponde
all’intervallo x > 0.
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o Intersezione con gli assi

r?(lnz—1) =0 r=e
{y:o "o Ao
e studio del segno

2?(In|z|—1)>0

1° fat x>0
2° fat r>e
avremo
y>0 r>e
y <0 O<z<e

e comportamento agli estremi

lim 22(Inz—1) = +o0
T—+00

lim z?(Inz —1) =
z—07F

riscriviamo la funzione moltiplicando:

22lnz — 22

e applichiamo il teorema che stabilisce la il limite di una differenza & uguale alla differenza dei
limiti

lim 2%lnz — lim 22
z—07F z—0t

riscriviamo il primo limite nella forma e applichiamo il teorema de I’Hopital

1 2
. Inx L o T
lim — = lim 2% = =0
z—0t = z—0t =% 2
X X

per cui

lim z?lnz — lim 22 =0
z—0+ z—0t

o la stessa cosa vale per I'intervallo z < 0 e per z =0 il limite esiste, ma la funzione non & definita:
avremo un punto di discontinuita eliminabile.

e crescenza, decrescenza, max, min

2
y':2x(lnx—1)+x—:x(2lnx—1)
T

la derivata si annulla per x = \/e; studiamo il segno

;o 1fat>0 x>0
2fat >0 x>./e

y' >0 x> \/e crescente
Yy’ <0 O0<xz<y/e  decrescente

la funzione € crescente; in x = —% ci puo essere un cambio di concavita

e concavita e flessi 5
y’=2lnz— 1+£ =2lnz+1
T

la derivata si annulla per x = ﬁ

¥y’ >0 > e concavitaversol alto
y” <0 O<z< 7e concavitaversoil basso

e’ 2e

flesso nel punto Fy (% i)
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e costruiamo ora il grafico rappresentando la curva studiata e la sua simmetrica rispetto all’asse y

4 -2 r-l F—é 2 4
m, | m,
21

Esercizio 44. Studiare e tracciare il grafico della seguente funzione

— 9
yme |Inz|

Soluzione. Dominio: denominatore della frazione diverso da zero e argomento del logaritmo positivo:

Inz#0 x#1
z>0 z>0

per cui
D: (0;1)U(1;400)

e La presenza del valore assoluto richiede lo studio della funzione nei due intervalli, cioe

y:2ﬂ:+i O<z<l1
Inxz
y=2x— T z>1
Inxz
e Primo caso y:2w—i—i per 0 <z <1.
Inx
o Intersezione con l’asse x .
20+ —=0
Inx

cio¢

2elnz+2=0 z(2lnzx+1)=0

z =0 nonacc T =

1
Ve
) N . 1
la funzione passera quindi per il punto A 7;0
e

o intersezione con 'asse y sara vuota tenendo conto del campo di esistenza

e segno della funzione
T
20+ —>0
Inz

tenendo conto della risoluzione dell’equazione e del campo di esistenza, si ha

1
y<0 per —<z<l1

Ve

1
y>0 per O<zx<—

Ve
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e comportamento della funzione negli estremi del campo di esistenza

2x1 21 3 2
lim IR gy PRI 5
z—0t Inz z—0+ = — =
X X
. 2zlnz+z .
lim ——— = lim |—| = —o0
rx—1— nr r—1—
eventuali asintoti obliqui
. x(2lnz+1) . 2lnz+1
m= lim ———% = lim ——— =2
T—00 xlnz z—oo  Inx
. z(2lnz+1) . 2zlnz+x—2xlnz
q= lim —2z = lim =00
T—00 Inx T—00 Inz

non esistono pertanto asintoti obliqui
e crescenza e decrescenza )
r 2In*z+Inz—-1

>0
In’z

1. Numeratore positivo
N>0 2In?z+lnz—1>0

sostituendo Inx =+, si ha
22+t —1>0

per cui t < -1Vt > %, cioe

1
Inx > 3 x > /e fuoridal C.E.

1
Inx < -1 O<zx< -
e

2. Denominatore sempre positivo nel campo di esistenza; pertanto

/

1
y >0 crescenteper —-<z<l
e

/ 1
y <0 decrescenteper 0<x < —
e

o . 11
avremo quindi un massimo M | —; —
e e

e concavita e flessi

. (m—l-%)lrﬂx—m(mrﬂw—klnx—l)

4 In*z

(m—i—%)lnm—% (21n2:z:—|—lnx—1)

xT

Iz

y// _ _IHTI‘F% 2—11113
In3x zlndz

la derivata seconda si annulla per

e Grafico:
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Applicazione dello studio di una funzione

Discussione grafica di un’equazione parametrica

Esercizio 45. Determinare, al variare del parametro, il numero delle soluzioni reali dell’equazione:
®—ka®+2—k=0

Soluzione. Ricaviamo il parametro k:

342

_ 2 3 92— =z =
k(@®+1)+2°+2=0 k=3

3
yzizif
y=k

rispondere al quesito vuol dire trovare le intersezioni tra la funzione in x e il fascio di rette parallele

poniamo ora y = k e avremo il sistema

all’asse x.
. . _ x342
Studiamo la funzione y = 75 T

e Dominio: D =R
¢ nessuna simmetria

e intersezioni

j=5 (v [ B0
z=0 z=0 y=0

e sSegno:
Nun >0 x=~/—2 y>0 x> /—2
Den >0 r=VreD y<0 T < /=2
e comportamento agli estremi del dominio
: z342 : z342
;I:Er—noox2+1 - wgriloox2+1 =100

nessun asintoto orizzontale; verifichiamo l’esistenza di un asintoto obliquo

. 3
lim Z +2

2—x __ 0
o0 T +1

— iy Z342
m = lim 1 T =

T T tT

—z = lim
Tr—r00

asintoto obliquo di equazione y =z
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e crescenza, decrescenza, punti stazionari

(22 +1) (2241) (22 41)

y,_3x2(:c2+1)—2x(x3—|—2) z(z3+3r—4) x(x—1)(2*+z+4)

(il polinomio di 3° grado si scompone facilmente con la regola di Ruffini) la derivata si annulla
perz=0ex=1

Nun >0 r<0Vzx>1 Yy >0 r<0Vz>1 crescente
Den >0 Ve e D y' <0 O<z<l1 decrescente
la funzione ha un minimo relativo in m (1; %) e un massimo relativo in M (0;2)

e concavita, flessi

(423 + 62 —4) (22 +1)* — 4z (22 +1) (24 +322 —4z)  —2(32% — 622 —3z+2)

(224 1)* - (a2 +1)°

9

non si puo scomporre con la regola di Ruffini, e gli zero sono valori approssimati che indichiamo
con z =—0,7, £=0,4 e x = 2,3. In questi punti si hanno i flessi.

o grafico della funzione e del fascio di rette (alcune)

e le soluzioni dell’equazione saranno:

1 soluzione per k < % e per k > 2; 2 soluzioni per % < k < 2; una soluzione doppia e una semplice per

k=3ek=2

Esercizio 46. Determinare per via grafica le soluzioni reali dell’equazione:
e —1241=0

Soluzione. poniamo y = e” e avremo il sistema

y=x2-1
y=e"

le due funzioni sono entrambe note e rappresentabili direttamente. Infatti
Y= z2—1

¢ 'equazione di una parabola con concavita rivolta verso I’alto e vertice in V' (0 : —1); inoltre la parabola
passa per i punti A(—1;0) e B(1;0) ed & simmetrica rispetto all’asse y, che & I'asse della parabola. La
funzione e” ¢ la tipica funzione esponenziale passante per (0;1) che si puo disegnare per punti.
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o grafico delle due funzioni

o

¢ la soluzione dell’equazione e data dall’ascissa del punto in comune tra le due curve, cioe il punto
che, a parita di ascissa, & associato alla stessa ordinata. Il valore ¢ x ~ —1,15. (La soluzione &
ottenibile mediante approssimazioni successive, prendendo ogni volta il punto medio dell’intervallo
di variazione della x.

Esercizio 47. Determinare per via grafica le soluzioni reali dell’equazione:
3
Va?—cosz =0
. . 3 . .
Soluzione. poniamo y = V2 e avremo il sistema

Y = CcoSx

3
y = Va?
la funzioni coseno ¢ immediatamente rappresentabile. Studiamo la funzione irrazionale
3
y = Va?

il dominio ¢ R; la funzione ¢ pari, cio¢ simmetrica rispetto all’asse y (come anche la funzione coseno); ¢
sempre positiva e agli estremi del dominio tende a +oc.

Calcoliamo la sua derivata 5
!

V=3

la funzione € crescente per x > 0 e decrescente per x < 0. Non ¢ definita per x =0 e

lim —2- = —c0  lim =2 = +00
o—0-3VE o0+ 3VE

non ci sono max e minimi e si ha un punto di cuspide in = = 0.

La derivata seconda e 5
9 B

V= i

per cui la funzione ha sempre concavita verso il basso.

e grafico delle due funzioni




o la funzione coseno ha codominio [—1;1] e quindi basta considerare solo una cresta. Le intersezioni

T AT _ T 6 _T
sono comprese tra seyge tra 5€—7-

Esercizio 48. Dimostrare che ’equazione z° + z3 4+ 22 — 30 = 0 ammette una sola soluzione e che
questa € unica. Dimostrare inoltre che la soluzione zy € compresa tra 1 e 2.

Soluzione. Studiamo la funzione y = 2% + 23 4 22 — 30; essa ha dominio R

lim 2°+23+2x—-30=—-00 lim 2%+ 23422 —30 =400
T——00 r— 400
calcoliamo la derivata
y =5z + 32242

essa € sempre positiva e la funzione & sempre crescente e non ammette massimo e minimo. Cio indica
che il grafico della funzione incontra ’asse x in un solo punto.

Osserviamo che f(1) = —26 e f(2) = —12, essendo la funzione sempre crescente per il teorema di
dell’esistenza degli zeri di una funzione, nell’intervallo [1;2] esiste un punto xg per il quale f(zg) = 0.

Esercizio 49. Sia r: y = mx +t una retta variabile nel piano xOy che intersechi i semipiani positivi x
e y (o i semipiani negativi in A e B tali che il triangolo AOB abbia area uguale a 2. Trovare le equazioni
parametriche e I’equazione cartesiana del luogo «y del piede P della perpendicolare ad r. Studiare poi il
luogo e tracciarne il grafico.

Soluzione. Troviamo le coordinate dei punti A e B

y=mx+t y=t mx+t=0 x:—%

pertanto A (—-L;0) e B(0;t). L’area del triangolo &
12
A= =2
2|m|
da cui
2
Im| = 1

la perpendicolare da O & y = ﬁx per cui y = %w; le due rette si incontrano nel punto P cercato
ottenendo le equazioni parametriche del luogo

i 4t3 16t

Y= 16 y:t4+16

Troviamo ora I’equazione cartesiana: le eq. parametriche hanno in comune t* 4 16 e uguagliandole si
ottiene

(t*+16)z =4t (t*+16)y = 16t
43 _ 16t t2:4j
T Yy Y

2
inoltre t* 416 = (%) +16. Dalla forma parametrica di y si ricava y (t*+16) = 16t ed elevando al
quadrato
2
y? <t4+16) — 256¢2
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sostituendo t2 si ha

2
1622 1024x
y? 5 +16| =
Y Yy

svolgendo e semplificando si ha
2
(x2—|-y2) —4x =0
Per studiare la funzione e preferibile ragionare sulla forma parametrica piuttosto che su quella implicita

cartesiana (studio approssimato)
Il dominio ¢ Vt; la funzione ¢ dispari perché sostituendo —t si ottiene

4
T t16
P
Y= "1 16

interseca gli assi nel punto O (0;0). Il limite per ¢ — 0o, &€ z — 0 e y — 0. Il punto O (0;0) & una cuspide
a tangente verticale.

Calcoliamo la derivata
de  A2(48—tY) gy

16(16—3t*)
dt T (t4416)? dt

(t1416)2

da cui
dy _dy dt _ 4(3t'—16)

de — dt do 2(t*—48)

il numeratore si annulla per ¢t = i% ~ 41,52 e pertanto x ~ +0,66 e y = £+1,14.

05

05 1

Esercizio 50. Dopo aver determinato i coefficienti a,b, c affinché la curva di equazione

B ax’ +br+c
B r+1

abbia per asintoto obliquo la retta y = —2x 41 e nel punto di ascissa 1 la retta tangente alla v sia
parallela alla bisettrice del IT e IV quadrante, a) studiare le variazioni della funzione e tracciarne il
grafico; b) determinare la retta normale a - nel suo punto di ascissa 2.

Soluzione. Traduciamo le informazioni in relazioni matematiche. se la funzione ha I’asintoto obliquo
indicato, allora

2
me g & tbrte oo,
r—to0 2x2+x
-2 b
g= lim =2 EOTHC o1 b=
r—=+o00 x+1
la funzione diviene ora
22 —r+c
Yy=——""—>"—
r+1
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per trovare la tangente nel punto indicato, calcoliamo la derivata prima

, (-1 (z+1D)+222+z—c 222 +4z+c+1
y = = —
(241 (@417
da cui, ricordando che due rette sono parallele se hanno lo stesso coefficiente angolare (m = —1 in

questo caso)
y’(l):—%?:—l c=-3

la forma finale della funzione ¢
—222 1 —3

v= r+1
o dominio: D =R—{-1}

e nessuna simmetria

e intersezioni

_ —222-2-3 _ —22%2-3-3 __
y==2 y=-3 = U

e segno:
Num >0 mat r<—1 positiva
Daltoen >0 xz>—1 z>-1 negativa

e comportamento agli estremi

. 222 —1r—3 . B
lim —— =400 lim —=—
T——00 z+1 z—+00 x+1
sappiamo dai dati che ammette un asintoto obliquo y = —2x + 1; studiamo per asintoti verticali
. 22 —r—-3 —4 . 222 —1r—3
lim ———=—=400 lm —M =—
T——1- z+1 0— z——1+ z+1
asintoto verticale di equazione z = —1.
e crescenza, decrescenza, punti stazionari
, =22 —4x+2
Yy = 2
(x+1)
la derivata ha lo stesso dominio della funzione; si annulla per z = —1++/2

Num >0 —1-V2<z<—-14++2
Den >0 x#—1

y >0 —1-V2<z<—-1V-l<ax<-—-1++2 crescente
Y <0 z<-1—-V2Vz>-1+v2 decrescente

la funzione ammette un massimo relativo in M (—1 + \/§; 3— 4\/5) e un minimo in m (—1 — \/§; 42+ 3).

e concavita, flessi

. (Hr—4)(z+1)°-2(x+1) (-22% -4z +2) -8
(z+1)* (z+1)°
y” >0 r<—1 concavita verso l'alto
Yy’ <0 x> -1 concavita verso il basso

nessun flesso
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e grafico:

L=}

Ammm————m

kg

b) troviamo la normale alla curva nel punto P ( ;—%). Abbiamo 3/ (2) = —%4. La retta normale nel
punto P e la perpendicolare alla tangente nel punto e ha m = 1%; la sua equazione e

9 118

13 _ 9 -
y+5=11(@—2) Y=1%" o1

Esercizio 51. Considera le funzioni di equazione

_ k(a*-4)
y= 244

a) Determina per quali valori di &k le tangenti nei punti di intersezione con I’asse sono perpendicolari;
b) traccia i grafici delle due funzioni corrispondenti ai valori di k trovati. Tra le due curve tracciate,
considera solo quella corrispondente al valore positivo di k£ e scrivi I'equazione della circonferenza
tangente alla curva -~y nei suoi due punti di intersezione con ’asse x.

Soluzione. a) Troviamo i punti di intersezione in funzione di k

k($2—4)20 B ) )
{ e =42 A(-2;0),B(2;0)

calcoliamo la derivata prima della funzione

) = 2kx (2? +4) — 2kx (#* —4)  16kx

(a2 +4)* (2244
calcoliamo il coefficiente angolare della tangente nei due punti
k k
e / —2 = —— e ! 2 = —
m=y (-2 =2 m=y(2)=1
le due tangenti sono perpendicolari se mj-me = —1, per cui
K2 _ _
- =1 k=42
b) le due funzioni diventano
o 2(z%—4) _ 2(2?—4)
yl - $2+4 y2 - ZE2 +4

Le due funzioni sono simmetriche tra loro rispetto all’asse x. Basta quindi studiarne una. Scegliamo la
Y2.
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Dominio: D =R
funzione pari (tutte le potenze della variabile x sono pari)
intersezioni: A(—2;0),B(2;0)

segno:
y>0 perrx<-2Vax>2 y<0 per —2<x<?2

comportamento agli estremi del dominio

. 2(x274) . 2(:1:274)
xEIPoo a2 44 o too A4

asintoto orizzontale x = 2

crescenza, decrescenza, punti stazionari
;32
NPT
y' >0 crescenteper x>0 y <0 decrescente per x <0

minimo relativo in m (0; —2).
concavita, flessi
32 (22 +4)° — 4z (22 +4) (320) 32 (4—322)
(22 +4)° (22 +4)°

2f

2

y:

la derivata seconda si annulla per x =

; il suo segno
¥y’ >0 per —%ﬁ\/m>23£
flessi: F1< 2‘[ ) e Fy (2‘[ )

grafico: tracciamo il grafico di entrambe le funzioni per quanto detto sopra

y<0 perz<

¢) troviamo le normali alla curva « nei punti A e B. Richiamando il calcolo iniziale, la tangente alla
curva in A ha ms = —1 e la tangente in B ha mp =1, per cui la normale alla curvain Aemia=1e

quello in B m | g = —1. Le equazioni sono

ria:y=xz+2 rip:y=—-xc+2

L’intersezione tra le due rette rappresenta il centro della circonferenza richiesta

y=x+2 )
{y:_xﬂ C(0;2)

Equazione della circonferenza di centro C e di raggio r = AC = BC =2/2

4 (y—2°=8 z24+y*—4y—4=0
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e ambe le funzioni per quanto detto sopra

Esercizio 52. Considera la funzione y = In (1 +acos?z). Determina per quali valori di a 1) & definita in
R; 2) non ha punti di flesso; 3) il suo grafico passa per il punto di coordinate (g;ln 2). In corrispondenza
del valore di a trovato al punto 3) determina il periodo della funzione e tracciane il grafico nell’intervallo
[—g; %} e scrivi poi I'equazione della retta tangente nel punto di flesso di ascissa positiva appartenente
all’intervallo dove ¢ stato tracciato il grafico.

Soluzione. 1) La funzione ¢ definita in R se

l4+acos?z >0 cosz=+ —% a>—1

2) La funzione non ha punti di flesso

, —asin2x

y= 1+acos2zx

la derivata prima si annulla per a =0 o per x = 0,7 (tralasciamo per ora la periodicita)

—2acos2z (1+acos’z) —a?sin? 2z

(1+acos?z)?

9

trasformiamo tutti gli angoli in 2z, usando le formule di bisezione (cos?z = %)
,  —2acos2r— a?cos2x — a? cos? 2x — a® + a® cos? 2 _ —a(a+2)cos2zr — a?
(1+acos?z)? (1+acos?z)?

il denominatore & sempre positivo; la derivata seconda si annulla se
(a+2)cos2x+a=0 cos2z=—z%;
Ora, 'espressione —Qi—a appartiene all’intervallo [—1;1] solo per a > 1, quindi non avremo flessi per
a<-—1.
3) la curva passa nel punto indicato (%;ln 2); sostituiamo tali valori al posto di = e y:

n2=In(1+%) 2=1+5 a=2
La funzione che dobbiamo ora considerare ¢ quella con a = 2, cioe
y=1In (1 +20052x>

cos’x = %, per cui il periodo della funzione ¢ T = %” = =m.

Studiamo la funzione:

o dominio: [—%; 5]
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¢ intersezioni:

y=1In(1+2cos?x) y=1In3 In (1+2cos?z) =0 r ==+
z=0 z=0 y=20 y=20

I3

e segno: il coseno nel dominio € sempre positivo e quindi anche la funzione lo sara perché il logaritmo
€ sempre positivo quando il suo argomento ¢ > 1

e comportamento agli estremi: la funzione & definita e assume i valori

Ty Ty —
y(=3)=v(3)=0
non ci sono asintoti
e crescenza, decrescenza, punti stazionari

, —2sin2zx

y= 14+2cos?x

la derivata prima si annulla per x =0 e il suo segno (il denominatore & sempre positivo); il
numeratore & positivo per —% <z <0 e negativo per 0 <z < 5. Avremo quindi un massimo
assoluto nel dominio M (0;1n3).

e concavita, flessi

—2cos2z (1+2cos?z) — (—2sin2z) (—4sinzcosz)  —4(2cos2z+1)
(142cos?x)? (142cos? )

”

avremo due flessi nei punti z = +3%.

e grafico:

troviamo ’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa positiva,

1 3
In(142cos? =) =In(14+=) ="
n(—i— CcoSs 3) n( +2) n2

cioe P (%;ln %) I1 coefficiente angolare della retta lo ricaviamo dalla derivata nel caso di = = §, cioe

y (ﬂ) _ —2singm  2V3

3 % 3
per cui
2v3  2v3 3
g 2B (pog) = 2B 2V

3 9 2
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Esercizio 53. Considera la retta r passante per l'origine e di coefficiente angolare m. a) Scrivere
I'equazione della retta s, simmetrica di r rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante. b) Indicato
con P il punto della retta r di ascissa 2, siano H la proiezione di P sulla retta s, K la proiezione di
H sull’asse = ed R la proiezione di H sull’asse y, Determinare I’espressione analitica della funzione
y = f(m) che rappresenta 'area del rettangolo HKOR e tracciarne il grafico, in un sistema di assi
mQOy (si tralasci lo studio di y”). Studiare in particolare la derivabilita della funzione f. c¢) Scrivere
I’equazione cartesiana del luogo descritto dal centro del rettangolo HKOR al variare della retta r.

Soluzione. a) La retta r ha equazione 7 : y = max. La bisettrice del I e III quadrante ha equazione
y = . Applichiamo la trasformazione per la simmetria rispetto a tale bisettrice

=y T
sty=—
{y’:x Y=

b) P(2;2m) € r. Troviamo le coordinate di H che ¢ il piede della perpendicolare alla retta s tracciata
da P. La perpendicolare alla retta s ha coefficiente angolarem | ; = —m e ’equazione &

y—2m=-m(x—2) y=—mz+4m

troviamo ora l'intersezione con la retta s

_Z _ 4m?
Yo H x_ﬂfnﬂ
y=—mx+4m Y= mzril

Le proiezioni di H sugli assi cartesiani danno K ( 4 0) e R (0' 4m )

mi+1 m241
Troviamo ’area del rettangolo

Ao 4m? <4m >_ 16m?
CAm2+1 ) \m2+1 _(m2—|—1)2

Sotto una possibile figura che descrive la costruzione e il calcolo.

K I8
0] 1 2 3
Studiamo ora la funzione nella variabile m
16m?
Fm)=—""
(m?2+1)

e Dominio: D=R

e la funzione & dispari

o intersezioni O (0;0)

o segno: f>0perx>0e f<0perz <0 (il denominatore ¢ sempre positivo)

e comportamento agli estremi

16m® o 16m®

lim i =
m=—too (m2+1)?

m—$—o0 (m2+1)?

asintoto orizzontale f =0
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e crescenza, decrescenza, punti stazionari

,_ 48m? (m? +1)" — dm (m?+ 1) (16m%) _ 16m? (3—m?)
(m?+1)* (m?+1)°

f

la derivata prima si annulla per m =0 e m = ++/3. Il denominatore & sempre positivo, per cui

/>0 —V/3<zx<0+0<z<+3
f'<0 r<—V3Vr>+3

si ha M <\/§, 3\/§>, m (—\/g; —3\/§>; in = 0 non funzione non cambia verso ed & definita, flesso
a tangente orizzontale.

o grafico

M

c) il centro del rettangolo ¢ il punto medio della diagonale OH (in figura). Le sue coordinate sono
_ 2m?
M { r= mgj-l
_ 2m
y - m2+1

x2: 4m* 5 4 2( 2+1)
(m2+1) 2 2 __ amim 2 2 _
) = oty = iz ¢ +y*—2x=0

Esercizio 54. Data una circonferenza di diametro AB = 2r si prenda su di essa, da parte opposta di
AB, due punti C e D tali che

Si consideri la funzione ) )
_AD"-CD

BC”

espressa per mezzo di x = tana e se ne studi il grafico.

Soluzione. Disegniamo la figura
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Il triangolo ABC & la meta di un triangolo equilatero di lato AB, per cui BC = r. Inoltre I’angolo

CAD=%+5—-a= %W — . Applichiamo i teoremi della trigonometria relativi ai triangoli rettangoli e
il teorema della corda

AD =2rsinae BD =2rcosa CD =2rsin (%71’—0[)

Riscriviamo la funzione ¢ («)

4r2sin?a —4r?sin? (27—« 3 1 2
() = (3 ) :4sin2a—4<\f )

—cosa+ —sina
r2 2 2

svolgendo il quadrato e sommando si ottiene

¢ (o) = 3sin?a — 2v/3sinacosa — 3cos’ a

Costruiamo la funzione rispetto a 2 dividendo tutto per cos?a:

_ 3tanZa —2v/3tana — 3 _ 322 —2/3x—3
N sin? o + cos? v - 1422

y(x)
Studiamo la funzione:
e Dominio: D =R
e nessuna simmetria

 intersezioni con gli assi

y = 33:2713_\9{?:1073 Y= -3 3:)02713_\0{3173 =0 T = _g;\/g

le intersezioni sono A (—?;O), B <\/§, 0), C(0;-3).
e segno: il numeratore ¢ sempre positivo

y>0 x<—§\/x>§
y<0 —§<m<§

e comportamento agli estremi del dominio ed eventuali asintoti

lim 32°=2v3z-=3 _ 3 |ip

327 -2v/3z-3 _ g
T——00 14a? T—+0o 1+

2

asintoto orizzontale y = 3

e crescenza, decrescenza, punti stazionari

o (65—2v3) (¢ +1)—22 (322~ 230 -3)  2(V3a?+62—V3)
v (22 +1)° N (z2+1)

il denominatore della derivata e ancora sempre positivo

y >0 x<—(2+\/§)\/x>2—\/§
y' <0 —(2+\/§)<x<2—\/§

si ha un massimo relativo M (—2 - \/3;2\/3) e un minimo relativo m (2 — \/§; —2\/3).

o trascuriamo la derivata secondo (di terzo grado)
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e grafico:

Esercizio 55. Studiare la funzione seguente e tracciarne il grafico

2x+5
9

Soluzione. applicando le proprieta dei logaritmi, riscriviamo la funzione nella forma

(2:c+5)1 9
9 20 +5

e Campo di Esistenza: la radice quadrata esiste se il radicando non € negativo; il logaritmo
esiste se il suo argomento ¢ maggiore di zero

y=14/—1In

9 9
{ Ins=s2>0 { 5275 = 1

9 9
5215 > 0 5215 > 0
4-2z N>0x<2
5045 =0 5
T D>0x>—3
l’>—§ 5
.’I,'>—§

-3 < 5
2<x32 CE:—<zx<2
QZ’>—§ 2

¢ Intersezioni con assi: calcoliamo le intersezioni con l’asse x

9 _ 9  _
Ings=s =0 5275 = 1
y=0

{ "Zj_g P(2;0)

intersezioni con ’asse y

x=0 9

e Asintoti: calcoliamo i limiti agli estremi del campo di esistenza

9
lim In ) =400 lim4/1In =0
o5t 2z +5 T—2 2r+5
2

avremo un asintoto verticale di equazione x = —

Nt

e Segno della funzione: studiamo dove la funzione assume valori positivi e negativi

9

0 v C.E.
2215 > x e

In

la funzione sara quindi sempre positiva
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e Punti stazionari, crescenza e decrescenza: calcoliamo la derivata prima della funzione

2045 —18
/ 9 (2I+5)2 / 1

y =
24/In —2;15 (2z+5)/In 72;15

la derivata prima non si annulla mai e quindi la funzione ¢ sempre crescente.

¢ Flessi: calcoliamo la derivata seconda

2x+5 —18
9  (2245)2
—2y/In 2= — (2z + 5) — 2= ;5> —2¢/In 2= + ——— -
) 2 /1n 5275 ) In 5275
Yy = Yy =
4(22+5)°In 52— 4(2245)%In 52+
. —2In32=+1
o 2 /
la derivata seconda si annulla se
21 +1=0 1 )
- n — n = —
2x+5 2c+5 2
9 9—5\/e
= =—_"~0.23
w5 Ve TS o

S

la funzione avra un flesso nel punto F' (9;\5/‘5/5; % ~ 0.71). Infatti F, = J In <959ﬁ+5> =In 99 =
Ve

1

3

« Rappresentazione grafica: ecco il grafico della funzione

Esercizio 56. Tracciare il grafico della funzione
y=e T —In|z 41|
e« Campo di Esistenza: la funzione esponenziale & sempre definita, mentre il logaritmo esiste se

r+1#0 x#—1

e La funzione non presenta simmetrie rispetto agli assi cartesiani e all’origine. La funzione non &,
infatti, né pari né dispari
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« Intersezioni con assi: intersezione con 1’asse delle ascisse

z=0
{ P20 A
{ et =1In|x+1|

=0 P(a;0)

risolviamo I’equazione graficamente, rappresentando i due membri due funzioni elementari: e*+!

e la funzione e” traslata verso sinistra di 1, mentre In|z+1| & la funzione logaritmica traslata
verso destra di 1 e poi estesa con la sua simmetrica rispetto all’asse delle ordinate

la soluzione puo essere espressa con r = «, dove —3 < a < —2.

e Segno: il grafico sopra consente anche di discutere il segno della funzione, che si ottiene risolvendo
la disequazione e**! > In|z +1|. In particolare, y >0 per z > a e y < 0 per z < a.

e Asintoti: calcoliamo i seguenti quattro limiti

lim ™ —In(—z—1)=—o0 lim ™ —In(z+1) =400
T—r—00 r——+00
lim e —In(—z—1) = +o0 lim e** —In(z+1) =400
z——1— z——11
la funzione avra un asintoto verticale di equazione x = —1. Verifichiamo I’eventuale presenza di

asintoti obliqui, essendone verificata la condizione necessaria

z+1 o z+1 _ o
lim € In(—z—1) _0 lim € In(—z—1) oo
T——00 €T T—+00 T

non vi sono asintoti obliqui.

e Crescenza, decrescenza, punti stazionari: calcoliamo la derivata prima, ricordando che se

y=Inlz|,y =1
I x+1 1
y=c r+1
la derivata non esiste per x = —1, quindi ha lo stesso campo di esistenza della funzione. Studiamo
il segno della derivata
el > L
“x+1

anche in questo caso risolviamo graficamente, essendo il secondo membro un’iperbole traslata
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La figura mostra che la funzione esponenziale & maggiore dell’iperbole per z > 5, con —1 < 5 < 0.
Avremo quindi

y >0 per z<—-1Va>}f
y =0 per z=23
y <0 per —l<z<p

la funzione sara quindi crescente per x < —1 e & > 3, decrescente per —1 < z < 8 e avra un punto di
minimo relativo per x = 3.

¢ Flessi: calcoliamo la derivata seconda

y>7 — 61‘—1—1 1 5
(x+1)
anche la derivata seconda non e definita per £ = —1, ma sara sempre positiva, quindi la funzione

avra concavita sempre rivolta verso 1’alto, senza la presenza di flessi.

e Grafico: la figura mostra il grafico della funzione data

Esercizio 57. Risolvere la disequazione

Inz?—e®—2 <0
et +zx2—-4 —

Soluzione. Il logaritmo esiste se = # 0. Studiamo separatamente il numeratore e denominatore della
frazione data

N>0 Inz?>e"+2

risolviamo graficamente ponendo y; = Inz? e yo = e* + 2, dovra essere y; > ya.
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T _—/ -
¥l _\'R /
R B
\lf
I}
|
Avremo quindi
N>0 per z>a —3<a<-2
Studiamo allo stesso modo il denominatore
D>0 e® >4 — z?

. _ _ 2 N
poniamo y; = e” e yo =4 — x*, dovra essere y; > o.
A, .'II
7 \\ II|
N, f

D>0 per z<pBVzx>ry

Avremo
1<y<2

—-2<pf<-1

Osservando che o < 8 < 7, avremo le seguenti soluzioni

a<zx<p T >y

alfa beta O gamma

g j%lﬁ:ﬁﬁiﬁﬁiﬁ;

Esercizio 58. Risolvere l'integrale indefinito
/ e3% arctan e®
————dx
142z
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Soluzione. Applichiamo la sostituzione e®* =t, da cui z =Int e dx = % e avremo

t3arctant dt tZarctant
—_——— = [ ——————dt
1+¢2 ¢ 1+4¢2

riscriviamo il numeratore

?+1-1 tant tant
/( + )arc an dt:/arctantdt—/LC an dt =
142 1412

risolviamo il primo integrale per parti,

t
= tarctant—/ dt — /arctant-d(arctant) =

1+1¢2

sarctant 1 2t gt arctan?t ¢ arctant 11 ‘1—1—752’ arctan®t
= tarctant — — - =tarctant — —In -

2) 1+¢t2 2 2 2

infatti ([ 1~2:t2 dt = [ J}(—(tt))dt =1In|f(t)|). Sostituendo il valore di z, otteniamo
3z T
t 1 1
/76 ff;:e dr = e"arctane” — 5 In (1 + 62”3) ~5 arctan?e” 4 C

Esercizio 59. Determinare I'insieme di definizione, la natura dei punti di frontiera e le derivate parziali
prime della funzione

(22 +y%) —9
(z=1)(y—e")

possiamo riscrivere la funzione applicando le semplici regole algebriche dei prodotti notevoli

f(z,y) =

_ @ +yP+3) (22 +y* - 3)
f($ay)_\/ (x_l)(y_eac)

e osservare che il fattore (1‘2 +y%+3) al numeratore & sempre positivo. L’insieme di definizione sara
calcolabile tramite il sistema che contiene le condizioni che rendono il radicando non negativo e il
denominatore della frazione non nullo
x24y2-3
L
20 x—1>0
3¢ y—e* >0

studiamo graficamente le tre disequazioni e
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le soluzioni comuni: il polinomio 22 +y? — 3numeratore pud essere rappresentato come una circonfe-
renza di raggio v/3 e centrata nell’origine; x — 1 & una retta parallela all’asse y e y —e® ¢ la funzione
esponenziale, sempre positiva

i punti di intersezione della circonferenza con la retta e I’esponenziale sono da considerarsi esclusi.

Calcoliamo le derivate parziali prime

1 da(a?+7) (o= D(y-e") [y~ (@-1))] (e +47)" -9
2\/(12+y2)279 ' (a=1)*(y—e=)?

(z—1)(y—e®)

@‘Q}
e

T G e e ] o)
oxr

e (z=1)*(y—e)?
(z—=1)(y—e®)

Esercizio 60. Studiare 'andamento e tracciare il grafico della funzione y = {/In?|z — 1|

Soluzione. Campo di Esistenza: la radice cubica esiste sempre, mentre il logaritmo solo se il suo
argomento € diverso da zero, cioe

r#1  (—o0;1)U(1;400)
la presenza del modulo implica che si studi la funzione

¢/In? (z —1) x>1
31112(1—1‘) <l

1°) Studio della funzione y = {/In” (1 —z) nell’intervallo (—oo;1)

z=0

y=0

Segno: y > 0 per ogni x appartenente all’intervallo (il logaritmo ¢ infatti sempre positivo)
Asintoti: calcoliamo i limiti

Intersezioni con gli assi: asse y:

lim y=-+o0 lim y = +o0
T——00 z—1-

avremo quindi un asintoto verticale di equazione x = 1. L’asintoto obliquo non esiste in quanto
Y
lim ==0
T—>—00

Crescenza, decrescenza, punti stazionari: calcoliamo la derivata prima della funzione
, 2 1 -1 2

y==-In"3(1l—x)- =
3 -z 3(3:—1)111%(1—30)

C.E della derivata: x # 1,0. Per studiare il segno della derivata prima, basta considerare il denomina-
1
tore 3(x —1)In3 (1 —z) > 0 nell’intervallo x < 1

1° fattore < 0 Ve <1
2° fattore <0 ln%(l—x) <0 >0

avremo quindi 3’ > 0 per 0 < z < 1 e la funzione sara crescente; y' < 0 per < 0 e la funzione sara
decrescente. Studiamo la derivata nel punto = = 0 nei due intervalli, in quanto la derivata non ¢ definita
per z =0.

lim ¢ = —oc0 lim v’ = 400
z—0~ z—0+
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I1 punto (0;0) ¢ punto di cuspide e minimo assoluto.
Flessi: calcoliamo la derivata seconda

f[ln%(1*$)+§($*1)1n’§(1—x)-7£1]
(x—1) ln%(l_x)

3n(l—z)+1
(z—1)%In3 (1—2)

2
3

<
I
Wl o

studiamo il segno della derivata seconda attraverso il segno del suo numeratore, essendo il denominatore
sempre positivo

y?>0 3ln(l—-z)+1<0

1
In(l—z)<—=
n(l-o) <3

I
x>1—7h~028
e

La funzione presenta una concavita verso il basso negli intervalli t <0 e 0 <ax <1-— i/g; pre-

senta concavita verso l’alto nell’intervallo 1 — {’/% <z < 1. Avremo, quindi, un flesso ascendente
3/1. 3/1
R (-5 )

2°) Studio della funzione y = {/In?(x — 1) nell'intervallo (1;+0c0)

0=1In*(zx—1) x=2

Intersezioni con gli assi: asse y: ,da cui 0
y =

y=0
Segno: y > 0 per ogni x appartenente all’intervallo (il logaritmo ¢ infatti sempre positivo)
Asintoti: calcoliamo i limiti

lim y = +o00 lim y =400
r—1t T—r+00

avremo quindi un asintoto verticale di equazione x = 1. L’asintoto obliquo non esiste in quanto
. Yy
lim ==0
T——00

Crescenza, decrescenza, punti stazionari: calcoliamo la derivata prima della funzione
;2 1 2

1
y==-In"3(x—1)- =
3 z=1 3(z—1)ln3 (z—1)

C.E della derivata: x # 1,2. Per studiare il segno della derivata prima, basta considerare il denomina-
1
tore 3(z—1)In3 (z — 1) > 0 nell’intervallo = < 1

1° fattore > 0 Ve >1
2° fattore >0 In3 (x—=1)>0 x>2

avremo quindi 3’ > 0 per x > 2 e la funzione sara crescente; y' < 0 per 1 <z < 2 e la funzione sara
decrescente. Studiamo la derivata nel punto x = 2 nei due intervalli, in quanto la derivata non ¢ definita
per x = 2.

lim 3/ = —o0 lim 3 = 400
r—27 z—2F

Il punto (2;0) ¢ punto di cuspide e minimo assoluto.
[Studio dei punti di non derivabilita. Si ha un

e punto angoloso: & un punto del dominio di una funzione in cui esistono entrambe le derivate destra e
sinistra, ma sono diverse ed almeno una di esse ha valore finito;

e una cuspide: se i limiti destro e sinistro della derivata prima tendono a +co con segno opposto.
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1. flesso a tangente verticale: punto in cui la funzione & definita e il limite della derivata prima in quel punto
diverge]

Flessi: calcoliamo la derivata seconda

b

Aﬁgf{max_n+§@—1mr%@—n~i{ 2 3ln(z—1)+1
Y73 (¢ —1)%Inf (z—1) 3 (@=1)°Inj (z—1)

studiamo il segno della derivata seconda attraverso il segno del suo numeratore, essendo il denominatore
sempre positivo

y” >0 3ln(z—1)4+1<0

In(z—1)<

i
x§1+\3f~1,71
e

La funzione presenta una concavita verso il basso negli intervalli 1+ f/g <z <2ex>2; pre-

LW =

senta concavita verso l’alto nell’intervallo 1 <z <1+ {’/g Avremo, quindi, un flesso discendente

F (1+ /5 {/3).

Grafico della funzione:

Esercizio 61. Determinare 'insieme di definizione, classificare i punti di discontinuita, eliminandoli

dove possibile, e studiare la funzione
|In |||

YT 24 mz))?

Soluzione. funzione trascendente fratta; ’insieme di definizione si ottiene risolvendo il sistema

x#0 x#0
In|x| # —2 T # +e?

avremo quindi C.E : (—oo;—e 2) U (—e~%0) U (0;e"2) U (e %;+00)

Discontinuita: Calcoliamo i limiti nei punti di discontinuita per poterli classificare

: _inlall__ 0, te2
lim y = (Hop) = —— 2 ° =% climinabile y=1 Cnl? P& 77 0Ee
z—0% 2(2+1n|x|) 0 per 220
lim y=-+oc0 2% specie
z—te2

avremo due asintoti verticali di equazione z = +e2.
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Simmetrie: la funzione ¢ simmetrica rispetto all’asse y, in quanto f(—z) = f(x). Cid consente di
studiare la funzione solo per z > 0.
Intersezioni assi: essendo x # 0, non vi sono intersezioni con ’asse y;

r=1
y=0

Segno: la funzione & sempre positiva nel C.E.
Asintoti orizzontali: calcoliamo gli altri limiti
Inz ) t T

lim 5 = lim 5 =0
T—400 (2+]nx) t—+o00 (2+t)

avremo un asintoto orizzontale di equazione y = 0.
Crescenza e decrescenza: la funzione, contenendo pure il modulo del logaritmo, deve essere
studiata in due diversi intervalli

Inx
N armay P 2!
1
Ry M7 OSe< e

calcoliamo la derivata prima di g

%(2+lnx)2—%(2—|—lnx)lnx_ 2—Inz
(2+1Inz)* 2 (24Inz)

/

Y1 =

3

Il C.E. della derivata coincide con quello di y;. Studiamo il segno della derivata

N>0 2>Inx x < e’
D>0 z(2+Inz)® V&>0

avremo
y >0 z<é?
y <0 x>é?

2

e quindi x = e* sara un massimo assoluto. Inoltre

1
2y _— =
[ (6 ) = 3
1
/ 1 — -
y1(1) 4
Calcoliamo la derivata prima di yo
,  Inz—2
& z(2+Inz)’

il cui C.E. : (0;e72) U (e?;1]. Studiamo il suo segno, tenendo conto che y5 non & mai nulla per z < 1.

N >0 Inz > 2 mat

D>0 z(2+mnz)® z>e?

avremo quindi

2

yh>0 0<z<e 2 fcrescente

yh<0 e 2<x>1 fdecrescente
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inoltre
Yo (1) = —5

per z =1 le due derivate sono diverse e x =1 ¢, quindi, un punto angoloso e minimo assoluto.
Inoltre

lim v, = 400
z—07F 2

e per la simmetria della funzione rispetto all’asse delle y, x =0 ¢ un punto di cuspide.

1Concavité: calcoliamo le due derivate SeC(iIlde
——.z(2+z)’ - {(2 +Inz)®+3z(2+1nz)?- ] (2—1Inz)
9 X X

y= 2? (24 Inz)° -

(2+Inz)*[~2—Inz—(2+Inz)(2—Inz) —6+3Ing]
2% (2+1nz)°

. _ln2$—|—2ln$—12
v 22 (2+In2)°

la derivata seconda si annulla quando e nullo il numeratore
In?z+4+2lnz—12=0 Ilnz=-1+V13
per cui, x = eVI3-1 g un punto di flesso; inoltre

¥y’ >0 x> V13-l concavitaversol'alto

Y1 <0 1<z< eVl concavitaversoil basso

Studiamo ora la derivata nell’altro intervallo, cioe quella indicata come y”2, con calcolo analogo, si

ottiene
—In’z—2lnz+12

22 (24 1Inz)°

b

Yo=

(VE+1)

per cui y’2 =0 per x =€~ che sara un ulteriore punto di flesso; inoltre

<x <1 concavitaversol alto
VI3+1)

y772 >0 e*(\/ﬁ+l)

Y7o <0 T < ef( concavitaversoilbasso

Grafico: rappresentiamo la funzione completa tenendo conto della simmetria inizialmente indicata

con questa scala non ¢ possibile indicare il massimo relativo per = = 2

Esercizio 62. Risolvere nel campo reale la seguente disequazione

ec—1 — 3

|4—e*|—1 S 1
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Soluzione. possiamo riscrivere la disequazione nel seguente modo

—eT| — —e¥|l — T _
|4 —e”| 1+1>0 3(J[4—e"|—1)+Ver—1

>0
er —1 3 er —1 -

la disequazione ha significato nel campo reale se il denominatore & maggiore di zero, cioe
CE: ¢>1 >0

Data tale condizione, il denominatore risulta sempre positivo e basta studiare il segno del numeratore
nei due casi ottenibili studiando il valore assoluto

1° 4—e*>0 0<ax<In4
2° 4—e"<0 x>1In4

1° caso: 0 < z < In4. La disequazione diviene

12—-3e* -3+ +ver —1 >0

et —1

12—3e"—3++Ve*—1>0 ver—1>3e"—9
risolviamo la disequazione irrazionale mediante i due sistemi

e*—3<0 e*—3>0
e —1>0 e’ —1> (3e* —9)°

{x§1n3 {x21n3

x>0 9e?* — 55e” +82 < 0
z>1n3
O<z<In3 In 755_&/% <z<lIn 75541§/ﬁ
0<x<In3 1n3§mgln%
la soluzione in questo primo caso sara pertanto 0 < z < In %.

2° caso: x > In4, la disequazione diviene

—124+3e" -3 ++Ve* -1 S

et —1

0

il numeratore sara positivo quando
—1243e*-34++ve*—1>0 ver —1>15—3e"

risolviamo la disequazione irrazionale mediante i due sistemi

15—3e* <0 5—e">0
e?—1>0 e’ —1>9(25+¢* —10e")
T >1nb z<Inb
x>0 9e%* —91e” 4226 <0
1-+v14
x>1nb lnugxghﬁ

18
91—y/145

la soluzione in questo primo caso sara pertanto x > In==¢
La disequazione sara pertanto verificato negli intervalli

554+/73 91— /145
18 z2In—mpy

0<z<ln
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Esercizio 63. Tracciare il grafico della funzione

1.2
y=ze In® z+|lnz|
Soluzione. Campo di Esistenza: la funzione esponenziale ha il campo di esistenza del suo esponente;
in questo caso, dovendo esistere il logaritmo, avremo x > 0 oppure (0;+00).

Intersezioni con assi: per il campo di esistenza non vi sono intersezioni con l’asse x, mentre per le
intersezioni con 'asse y

—In%z+|Inz|=0 Inz(lnx+1)=0

z=1

y=0
Non esistono simmetrie.
Segno: nel campo di esistenza la funzione risulta sempre non negativa, cioe y >0 Vx € C.E.
Asintoti: calcoliamo i limiti negli estremi di campo di esistenza

. 12
lim ze In®z+|lnz| _

T—+00

sostituendo ¢ = Inz, da cui & = e!, avremo

. 2 . _
lim et Tt ~ Jim e =07
t—+o00 r—400

. —1n2 . 42 . 42
lim ge o tnel — iy o= & iy et =
z—0t t——o0 t——o0

Avremo quindi un asintoto orizzontale di equazione y = 0.
Crescenza, decrescenza: la presenza del modulo richiede di considerare la funzione nei due
intervalli

Inz r>1

nz] = —lnz O<z<1

1° caso: > 1, la funzione diviene

Y = xe—lnzm—i-lnz
e y1 (1) = 1; calcoliamo la derivata prima
yll _ efan z+Inzx _'_xefln2 z+Inzx <_21nx + 1) _ 2671112 z+Inzx (1 _ lnx)
x x

il campo di esistenza della derivata coincide con quello della funzione y;. Inoltre, v} (1) =2
Studiamo il segno della derivata, ricordando che I’esponenziale & sempre positivo

y1 >0 1—-Inx>0 1<x<e fcrescente
yiSO 1-Inz <0 x>e fdecrescente

avremo quindi un massimo relativo per x = e. Studiamo la derivata seconda

y”l — 2efln2x+lnz (—21H$ +1> (1_lnx)_’_2671n2w+lnx (_1> —
x x X

2 —In?2z+Ilnzx
= X Iz (2lnz-3)
X

Nel campo di esistenza ’esponenziale, il logaritmo e il denominatore sono sempre positivi, per cui

y’1>0 2lnz—3>0 xZe%fconcava
y"1 <0 2lnz—-3<0 1§x§e%fconvessa
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avremo quindi un flesso di tangente obliqua per x = e3.

2° caso: 0 < x <1, la funzione diventa

CIn2a—
Yo = e In“z—Inz
e y2 (1) = 1; calcoliamo la derivata prima
2 2 —2Inz 1 2
yize In“z lna:_i_l,e In“z lnz( —>:—2lnx-e In“z+Inxz
x x

il campo di esistenza della derivata coincide con quello della funzione ys. Inoltre, yj (1) =0. Per z =1
avremo, quindi, un punto angoloso. Calcoliamo il limite della derivata nell’estremo sinistro dell’intervallo

lim —2Ing.e~ Motz _
z—0t

e per z =0 avremo un punto a tangente orizzontale.
Studiamo il segno della derivata, ricordando che ’esponenziale ¢ sempre positivo

y’2>0 —2lnz>0 x<1 fsemprecrescente

Studiamo la derivata seconda

2In?z +Inx+1
T

2
y”2 — 2% In“z+lnz

Avremo

1
T > e2 nonaccettabile

">0 2ln’z+Inx+1
Y2 = = x < e~ laccettabile

O<z<e ! f concava

” > 0
yi= x>e ! f convessa

avremo quindi un flesso a tangente obliqua per x = e~ 1.

Grafico: rappresentiamo graficamente la funzione data

Esercizio 64. Studiare la seguente funzione e tracciarne il grafico

_ 4r —8

-l
Y 22 —4x+8

Soluzione. Riscriviamo la funzione, sommando i termini del radicando

_ Ja?—8x+16 | (x—4)°  |z—4
y= 22 —4dx+8  \a2—4x+8 V22 —4r+8
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Campo di esistenza: il denominatore e radicando & sempre positivo (A < 0) per cui la funzione
esiste Vz € R.

Simmetrie: la funzione non ¢ né pari né dispari.

Si puo semplificare lo studio di questa funzione analizzando la funzione

r—4
v= Va2 —4r+8

ed eseguendo le opportune simmetrie delle sue parti negative.

Intersezioni:
r=0 r=4
Y= —% =—V2 y=0

Segno: risolviamo la disequazione

r—4
Va?—4x+8

Essendo il denominatore sempre positivo, avremo

>0

y>0 per z>4
y<0 per z<4

Asintoti: calcoliamo i limiti negli estremi del campo di esistenza

e(1-3)
Iirin =41
T—>T 00
|| (1 -4 %)
avremo due asintoti orizzontali di equazione y =1 e y = —1 e non vi sono asintoti obliqui.

Crescenza, decrescenza: calcoliamo la derivata prima della funzione

2(z—2
y,:vw2—4w+8—(x—4)2\/%:x2—4x+8—4x2+6m—8: 2
2?2 —4x+38 (22 —4x+8) Va2 —4x+8 (2?2 —4x+8) Va2 —4x+8

il campo di esistenza della derivata coincide con quello della funzione, ed essendo ancora il denominatore
sempre positivo, avremo

y' >0 >0 f crescente

y' <0 x<0 fdescrescente

Avremo pertanto un minimo nel punto m (O; —\@)
Flessi: calcoliamo la derivata seconda

2 5 B ) 6(m2—4m+8)2(x—2)
2(z* — 4z +8) Va? -4z +8—2ux TR PR W e
(22 — 4z +8)°
2 (2% — 4w +8)° (202 — 4w +8—322+62)  —4(a>—z—4)

(02 —42+8)" V(2?42 +8) [z _dz48)
la derivata seconda ha lo stesso campo di esistenza della funzione e si annulla se

117
===

avremo due flessi in corrispondenza di questi valori di x; inoltre

22 —x—4=0 T

y’ >0 xz< 1*2@ Vo> Lﬁ concavitaversoalto

y” <0 1_7 VIT < 2 < H‘T V17 concavitaversobasso

la funzione avra quindi 'andamento in figura
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Si puo osservare che ora 'intersezione di ascissa x =0 € punto di massimo assoluto e che il punto
(4;0) ¢ di minimo assoluto ed ¢ un punto angoloso in quanto

Yy (4) = —V2
v (4) = V2

Esercizio 65. Tracciare il grafico della seguente funzione

x2 2x e + 4e~ 7l
— (1222 In( "=
Y ( 1 < |w|> M R

e precisare il tipo di discontinuita della funzione nel punto di ascissa zero

Soluzione. Campo di Esistenza: 'argomento del logaritmo & sempre positivo, per cui bastera x # 0,
cioe (—o0;0) U (0;400)

Per la presenza del |z| la funzione si divide in due parti

. —% 2—%)—#111(?*%)2—#4;3:-#5 x <0
—) (2-2) 4 (ST ) = (SHE) 20

Studiamo separatamente i due rami

1°) y = —22 42 +4 con z < 0. La funzione si rappresenta osservando che essa rappresenta una
parabola con concavita rivolta verso il basso, V (%, 1?7) e puo intersecare solo ’asse x nel punto ad
ascissa negativa x = I_T VIT

Inoltre
lim —a?’+z+4=4

z—0~

e la sua derivata prima &

y=-2x4+1 ¢ (07)=1
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) _ T+4e”®
2°) y-ln(%) con x > 0.
Intersezione asse y:

e’ = 1(non accett) €™ =4

{ S | {e%—5&+4:0

y=0 y=0
B(21n2;0)
La funzione non presenta simmetria.
SEGNO:
xr 4 —X
m<€+ge>>o e — 56" 44> 0
per cui

y>0 per x>2In2
y<0 per 0<x<2In2

ASINTOTI: Calcoliamo i limiti

T4 4e 7 T g~
lim In <e+5e> =Inl=0 lim In <H€> =400

z—0t T—+00 5

Verifichiamo ['esistenza di un asintoto obliquo, essendo verificata la condizione necessaria

m= lim lln <H46>

e +4e) ~ms) = L. {m [ew <1+€§>} —1n5}

T—+oox 5

ln(l-l-;%) _lr175:

1 4
SR SN O WS 1
x e<r x x
Pertanto
. ef+4e™ " _ 4 B
q—mgr_{looln <5> —r=x+1In <1+€2$> —In5—x=—Inb

L’asintoto obliquo avra equazione
y=x—Inb

CRESCENZA, DECRESCENZA: calcoliamo la derivata prima, che ¢ sempre definita

5 1 T —4e”"
ylzi.f.(ex_éle_'r) :i
et +4e % 5 et +4e 7
La derivata prima si annulla se

e —4e =0 e*—4=0 x=1In2

91



studiamo il segno della derivata

N N>0 z>In2
/ et —4e
v>0 o5e=>0 pio veecE.

y' >0 x>1n2 fcrescente
y <0 0<z<In2 fdecrescente

Avremo un punto di minimo nel punto m (111 2;111% ~ —0.223)
FLESSI: studiamo la derivata seconda

(e* +4e_z)2 —(e® — 46_:6)2 B 16

(e® +4e—7)> (€% +4e—7)?

9

la derivata seconda ¢ sempre positiva e la funzione avra sempre, nell’intervallo x > 0, concavita
rivolta verso l’alto.
Analizziamo la discontinuita nel punto di ascissa x = 0.

3

(Nt
0F) =~
v ( -
Avremo quindi una discontinuita di prima specie non eliminabile, esistendo le derivate dx e sx ma

avendo valore diverso.
GRAFICO:

Esercizio 66. Studiare le caratteristiche della seguente funzione e tracciarne il grafico y = 3y/z —1+
In J/z

Soluzione. Campo di Esistenza: la radice cubica ¢ sempre definita, mentre I’argomento del logaritmo
deve essere positivo, per cui

CE..:x>0

Segno: determiniamo il segno della funzione e gli eventuali punti di intersezione con I'asse x; non vi
saranno intersezione con l’asse y per le C.E

1
3Vr—1+Invz >0 3\3/x—1+§lnaz>0
9vx—1>—Inz >0

risolviamo graficamente indicando con y; =9/ — 1 e yo = —Inz. La funzione y; ¢ traslata verso destra
di vettore (1;0) ed & simmetrica rispetto a questo punto ed ¢é inoltre dilatata verticalmente; la funzione
yo € nota. La figura mostra le due funzioni
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Y1 e ys si intersecano nel punto (1;0) e dalla figura si ricava

y >0 z>1
y=20 r=1
y <0 O<zr<l1

Asintoti: calcoliamo i limiti negli estremi del C.E.

lim+3\3/x —14+Inyzr=—-
z—0
lim 3yx—1+Inyr=+o00

T—+00
Avremo un asintoto verticale di equazione x = 0. Verifichiamo la presenza di asintoto obliquo

8/ 3
lim 3Vx 1—|—ln\/5:

Tr—+00 €T

0

infatti = € un infinito di ordine superiore rispetto a £3 e a Inxz. Non vi sono, pertanto asintoti obliqui.

1
Crescenza, decrescenza: calcoliamo la derivata prima della funzione y =3 (z —1)3 + % Inx

1 1 1 1
y=si@-pirlo L 41
T 3(5[}—1)2 T

il campo di esistenza della derivata ¢ z # 0,1
studiamo il segno della derivata

R S 3x+ {f(x—1)°

N>0 Ve e C.E.
D>0 Vee C.E.—{1}

>0

la derivata prima e sempre positiva nelle condizioni indicate e la funzione & sempre crescente.
Studiamo il limite della derivata per x tendente a 1

) 1 1
lim ————=+ -~ = +00

r—1% 3/(33—1)2 3x

avremo quindi un punto a tangente verticale in (1;0)
Flessi: calcoliamo la derivata seconda

2 5 1
n__ _ 2 —1) 3 — —

la derivata seconda ha lo stesso C.E della derivata prima e si annulla

2 1
—g(a:—1)*§—@:0 222+ {/(z—1)° =0

la soluzione algebrica presenta un’equazione di sesto grado. Cerchiamo la soluzione graficamente,

disegnando la parabola y; = —222 e la yp = {/(z —1)°
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Avremo quindi un flesso, nel nostro C.E., per 0 < x < 1.
Grafico:

Esercizio 67. Studiare le caratteristiche della seguente funzione e tracciarne il grafico y = {/ (z — 1)2-
6ac—i—l

Soluzione. Campo di esistenza: la funzione & definita su tutto ’insieme dei numeri reali V € R.

Intersezioni: determiniamo 'intersezione con gli assi cartesiani

assex = 1 CLSSGy z
y=0 Yy

Segno: risolviamo la disequazione {/(z—1)%-e*t1 >0

0
e

fat; >0 (z—12>0 z#1
fata>0 e**t1>0 VzeR

la funzione & quindi sempre positiva; y > 0 Vz # 1.
Asintoti: calcoliamo i limiti agli estremi del campo di esistenza

3 2 (33 — 1)% Hop 2ev 1
lim ¢/ (z—1)"-e*tl = =

Lm ~ @y - 3ya=1 "

. 3 o 2 w+1:
xglfoo‘/(x 1)%-e +o0

avremo un asintoto orizzontale di equazione y = 0; non vi sono asintoti verticali né obliqui.
Crescenza, decrescenza: calcoliamo la derivata prima

/

y = (x_l)féem-‘rl_’_(x_l)%ew—i-l — em+1< 3z —1 )

3Yr—1

W N
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Il C.E della derivata ¢ x # 1. Calcoliamo quindi i limiti destro e sinistro della derivata

:c+1( 3z—1 ) _ 262

a:ligl*e 3Va—1) 0— -
li z+1 3z—1 _ 262 _
Jim e (5¥) = G = oo

il punto di ascissa x = 1 sara una cuspide essendo i limiti non finiti e di segno opposto. Studiamo il
segno della derivata 3’ >0

et >0 Vo

1
3r—1>0 x>§

z—1>0 z>1
avremo

y >0 m>% Va>1 fcrescente
y' =0 T = % max
y' <0 % <z<l f decrescente

Flessi: calcoliamo la derivata seconda

3[e* T (3x—1)+3e* ] Yz —1— ertl Bzl

” V(@-1)?
g = _ (z—1)
9/ (z—1
3" (Br+2)(w—1)—e" T (Bz—1) " (92— 62 —b)
98/ (x—1)* 9¢/(z—1)*

la derivata seconda si annulla per
92 —6r—-5=0 2=1£V6

in questi due punti avremo due flessi.
Grafico:
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